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基础部分 

第二课  微积分 

第 3 章  多元函数微分法 

(一) 多元函数的偏导数及其微分 

(二) 多元函数的复合函数微分法 

(三) 多元函数的微分法 

 

12.1 多元函数的偏导数及其微分 

12.1.1 偏导数定义与计算  

先讨论二元函数 , RRDf →⊂ 2: ( )yxfz ,= . 

(一) 多元函数偏导数定义： 

(1) 偏导数定义: 
( )

y
yxf

∂
∂ 00 ,

=
( )0 0 0

0

, ( ,
lim
x

0 )f x x y f x y
x∆ →

+ ∆ −
∆

, 或记成 。   ( 00 , yxf x′ )

同样可定义： . ( )00 , yxf y′

     , D
y
x

∈⎟⎟
⎠
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⎛
∀

( )
x
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∂

∂ ,
存在，称之为关于(对) x偏导函数,简称关于(对) x偏导数；

( )
y

yxf
∂

∂ ,
存在，称之为关于(对) 偏导函数,简称关于(对) 偏导数. y y

计算举例:  
x
yz = ⇒
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=

∂
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y
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高阶偏导数 

(A) 定义： ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

x
f

xx
f :2

2

, 称为对 x的二阶偏导数; 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
y
f

xyx
f :

2

，称为(对 x和 的)二阶混合偏导数; y

          类似可定义其他高阶混合偏导数. 

(B) 混合偏导数中求导次序的影响：  

定理：若二阶混合偏导数
yx
f
∂∂

∂ 2

连续，则与求导次序无关, 即： 
xy
f

yx
f

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

. 

一般多元函数偏导数和高阶混合偏导数的定义是类似的。 

12.1.2 多元函数的微分 

(一) 多元函数全微分的定义   

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com       - 1 -      清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校     清华东门外创业大厦 1006        清华大学 理科楼 1101   电话：62781785 

z 多元函数在 ( )000 , yxP 点的增量 ( ) ( ) ( 000000 ,,, yxfyyxxfyxf )−∆+∆+=∆               

z 多元函数在 ( )000 , yxP 点的(全)微分: 若 在f ( ) DPU 有定义，且存在不依赖

的 , 使

⊂0δ

yx ∆∆ , BA, ( ) ( )ρoyBxAyxf +∆+∆=∆ 00 , . 

则称 在 点可微，并称线性函数f ( 000 , yxP ) yBxA ∆+∆ 为在点 ( )000 , yxP 的全微分，记成 

. 其中，( ) yBxAyxdf ∆+∆=00 , ( )02 , PPd=ρ . 

(二) 微分的性质： 

偏导数存在是可微的必要条件： f 在 ( )000 , yxP 点可微,  

⇒ ( ) ( ) ( ) y
y

yxfx
x

yxfyxdf ∆
∂

∂
+∆

∂
∂

= 0000
00

,,, . 

偏导数连续是可微的充分条件：即   

若 在yx ff ′′ , ( )000 , yxP 点连续⇒ 在f ( )000 , yxP 点可微 

 (三) 多元函数极限、连续、可导、可微概念的联系与差别： 

( )Pf 在P0点可微 

( )Pf  

在 P0 点

偏 导 数

存在 

( )Pf

在P0

点连

续 

( )Pf 在P0点偏导连续 

APf
PP

=
→

)(lim
0

 存在

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12.1.3 例题 

例 1 下列条件成立时能够推出 在 点可微,且),( yxf ),( 00 yx 0=df 的是（ D ）. 

(A) 在点 ( 两个偏导数), 00 yx 0,0 =′=′ yx ff  

(B) 在点 的全增量),( yxf ),( 00 yx
22 yx

yxf
∆+∆

∆∆
=∆ , 
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(C) 在点 的全增量),( yxf ),( 00 yx
22

22 )sin(

yx

yxf
∆+∆

∆+∆
=∆  

(D) 在点 的全增量),( yxf ),( 00 yx 22
22 1sin)(

yx
yxf

∆+∆
∆+∆=∆  

例 2 函数

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=

≠
+=

)0,0(),(,0

)0,0(),(,
),( 22

yx

yx
yx

xy
yxf  在点 处( (0,0) C  ) 

(A) 连续且偏导数存在         (B) 不连续但偏导数存在 

(C) 连续但偏导数不存在       (D) 不连续且偏导数不存在 

例 3 设 xyyxf =),( , 则在 点(  B  ) )0,0(

(A) 连续,但偏导数不存在；   (B) 偏导数存在,但不可微； 

(C) 可微；                  (D) 偏导数存在且连续. 

例 4 0 0( , )f x y
x

∂
∂

和 0 0( , )f x y
y

∂
∂

存在, 对于函数 在点 连续是（  ） ),( yxf ),( 00 yx

(A) 充分条件     (B) 必要条件    (C) 充分必要条件    (D) 无关条件 

例 5 已知 2)(
)(

yx
ydydxayx

+
++

为某个二元函数的全微分,则 =a ( D  ) 

1. −A            0.B 1.C       2.D  

例 6 若 在点 处的两个偏导数存在，则（ B ） ),( yxfz = ),( 000 yxP

（ ） 在 点连续；        A ),( yxf 0P

（B）一元函数 ),( 0yxfz = 和 ),( 0 yxfz = 分别在 0yy = 和 0xx = 连续； 

（C） 在 点的微分为 ),( yxf 0P dy
y
zdx

x
zdz

PP 00
∂
∂

+
∂
∂

= ；    

（ ） 在 点的梯度为D ),( yxf 0P
0

),()( 0
Py

z
x
zPfgrad
∂
∂

∂
∂

= . 

例 7 如 在点 不可微, 则下列命题中一定不成立的是（  C  ） ),( yxf ),( 00 yx

   (A) 在点 不连续； ),( yxf ),( 00 yx

   (B) 在点 沿任何方向 v),( yxf ),( 00 yx v
的方向导数不存在； 

   (C) 在点 两个偏导数都存在且连续； ),( yxf ),( 00 yx

   (D) 在点 两个偏导数存在且至少有一个不连续. ),( yxf ),( 00 yx
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例 8 设 ),()(),( yxyxyxf ϕ+= ，其中 ),( yxϕ 在点（0,0）处连续，证明 在(0,0)

点处可微，并写出全微分 。 

),( yxf
),( yxdf

例 9 已知 f x y xy( , ) = ,试讨论: 

(1) f x y( , )在( , 处的连续性； )0 0
(2) f x y( , )在( , 处的两个偏导数是否存在； )0 0
(3) f x y( , )在( , 处的可微性。 )0 0

例 10．设 是可微函数，且满足以下条件),( yxf +∞=
++∞→+ 22

),(
lim

22 yx

yxf
yx

，试证对任意

的 ，都存在点 ，使得},{ 21 vvv =
r ),( 00 yx vyxgradf r

=),( 00 。 

12.2 复合函数微分法 

12.2.1 复合函数导数公式 

（1）复合函数求导公式的重要性 

任何具体的初等多元函数的偏导数均可由一元函数求导公式解决， 

例如， 对函数
x
y

y
xz cossin= ,求

y
z

x
z

∂
∂

∂
∂
与 是简单的， 

但是,若要研究像 ),(
x
y

y
xfz =  这样带一般性结构函数的导数就不是一元复合函数

求导公式所能胜任的了。而必须讨论多元函数复合函数微分法则. 

（2）复合函数微分法 

 首先考虑一种最简单的情形,即只有两个自变量,两个中间变量的情形: , 
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例 1 已知 )1(
1

x
y x

−

= ，求
dy
dx
.（

121 (1 ln ).( )
x x

x

−

= − ） 

例 2 设z f xy x
y

= ( , )， f 二阶连续可微，求 2

2

x
z

∂
∂

.（ f
y

ffy
x
z ′′+′′+′′=       

2221211
2

2

2 12
∂
∂ ） 

注意：(1) 
v
ff

u
ff

∂
∂

∂
∂

=′=′ 21 , 都是以u 为中间变量，以v, yx, 为自变量的函数； 

(2) 记号
( ) ( )

v
vuff

u
vuff

∂
∂

∂
∂ ,,,

21 =′=′ 的规定与使用。 

例 3 设 二阶连续可微，并且满足方程 ),( yxzz =

         02 2

22

2

2

=+
∂

+−
y
zC

yx
zB

x
zA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

  若令  试确定,
⎩
⎨
⎧

+=
+=

yxv
yxu

β
α

βα , 使原方程变为 0
2

=
∂∂

∂
vu

z
. 
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   解：将 yx, 看成自变量， 看成中间变量，利用链式法则得 vu,
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∂
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∂
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( ) 2

22

2

22

v
z

vu
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u
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v
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u
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∂
∂
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∂∂

∂
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∂
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⎠
⎞

⎜
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⎛

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂∂
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由此可得,  2

22

2

2

20
y
zC

yx
zB

x
zA

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂

+−= = 

( ) ( )( ) +
∂∂

∂
++++

∂
∂

++
vu
zCBA

u
zCBA

2

2

2
2 22 αββααα  

+ ( ) 2

2
22

v
zCBA

∂
∂

++ ββ =0.  

只要选取 βα , 使得 , 可得  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++

=++

02
02

2

2

ββ

αα

CBA
CBA

0
2

=
∂∂

∂
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z

. 

12.2．2 微分的运算与(一阶)微分形式不变性 

z 微分的运算   设 ( ) ( )yxvvyxuu ,,, == ,则 

( )vud ± == dvduy
y
vx

x
vy

y
ux

x
u

±=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

±⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

; 

( ) =⋅ vud ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

±⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

+∆
∂
∂ y

y
vx

x
vuvy

y
ux

x
u

= udvvdu +  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

v
ud =

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∆
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

+∆
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∂

y
y
v
u

x
x
v
u

= 2v
udvvdu −
. 

z 微分形式不变性   设 ,又( vufz ,= ) ( ) ( )yxvvyxuu ,,, == ,则 

y
y
zx

x
zdz ∆

∂
∂

+∆
∂
∂

= = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

∂
∂

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆

∂
∂

+∆
∂
∂

∂
∂ y

y
vx

x
v

v
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y
ux

x
u

u
f

= dv
v
fdu

u
f

∂
∂

+
∂
∂

 

注意： v
v
zu

u
zy

y
zx

x
zdz ∆

∂
∂

+∆
∂
∂

≠∆
∂
∂

+∆
∂
∂

=  

      v
v
zu

u
zdv

v
zdu

u
zdz ∆

∂
∂

+∆
∂
∂

≠
∂
∂

+
∂
∂

=   

12.2.3 隐函数与隐函数的导数 

(一) 隐函数存在的问题 

(二) 隐函数求导 

z 若函数 , 由方程( )xyy = ( ) 0, =yxF 确定，求导函数？ 
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按隐函数定义有恒等式： 

( )( ) 0, ≡xyxF ⇒ ( )( ) 0, =xyxF
dx
d

⇒ ( ) ( )( )
( )( )xyxF
xyxF

xy
y

x

,
,

′
′

−=′  

可见：函数 ( )xyy = 可导有一个必要条件是， ( ) 0, ≠′ yxFy . 

例 4 已知函数 y f x= ( )由方程 ( )  , , 22 bayxfbyax +=+ 是常数，求导函数。 

例 5 设函数 由方程组  确定， 求y(z)yzxx ==   ),(
⎩
⎨
⎧

=−−+
=−++

012
01

222

222

zyx
zyx ,   dx dy

dz dz
. 

（ 
3 2,dx z dy z

dz x dz y
= = − .） 

例 6 由参数方程: ,给定，试求( yxzz ,= )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

uvz
vuy
vux

sin
cos

,z z
x y

∂ ∂
∂ ∂

. 

（ vvv
x
vu

x
uv

x
z sincos −=−=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

， vvv
y
vu

y
uv

y
z cossin +=+=

∂
∂

∂
∂

∂
∂

） 

12.2.4 例题 

例 7 设函数 在点 处的偏导数 ),( yxf )0,0( 3)0,0( =′xf ， 1)0,0( =′yf ，则下列命题成立

的是（  C  ） 

(A) dydxdf += 3)0,0( ； 

(B) 若 , 则⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

θ
θ

sin
cos

l
r

θθ sincos3)0,0(
+=

∂
∂

l
f

； 

(C) 曲线  在点 处的切向量为
⎩
⎨
⎧

=
=

0
),(

y
yxfz

)0,0( ki
vv

3+ ； 

(D) 极限 必存在. ),(lim
)0,0(),(

yxf
yx →

例 8 z f x y x y xy= + −( , , )，且函数 f 的一阶偏导数连续，利用一阶全微分的形式不变性，

求
y
z

x
zdz
∂
∂

∂
∂ ,, 。 （

'
3

'
2

'
1 fyff

x
z

++=
∂
∂

;   
'

3
'

2
'

1 xfff
y
z

+−=
∂
∂

 ） 

例9 知 ，),( yxfz = xyv
x
yu == ,

2
，且函数 f 的一阶偏导数连续，求

v
z

u
z

∂
∂

∂
∂ , 。 

( 
y
xf

y
xf

u
yf

u
xf

u
z

33 22

2

121 ′+′−=
∂
∂
⋅′+

∂
∂
⋅′=

∂
∂

; 

x
f

y
f

v
yf

v
xf

v
z

3
1

3
2

2121 ′+′=
∂
∂
⋅′+

∂
∂
⋅′=

∂
∂

。) 
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例10 知 ),(),,(),,,( yxvyxuvuxfw ψϕ ===  ,求
∂
∂

∂
∂

w
u

w
v

, ,其中 f 可微,ϕ ψ, 可微且

xyyx ψϕψϕ ′′≠′′ . 

(
v
w

u
f

x
f

u
f

u
x

x
f

u
w

xyyx

y

∂
∂

∂
∂

+
−∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂ ,''''

'

ψϕψϕ
ψ

 

v
f

x
f

v
f

v
x

x
f

v
w

xyyx

y

∂
∂

+
−∂

∂
=

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

''''

'

ϕψϕψ
ϕ

) 

例11 设z f x y= ( , )在点( , 可微,且)1 1 bfaff yx =′=′= )1,1(,)1,1(,1)1,1( ,又设
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例 13 设 )()(
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例15 函数z f x y= ( , )由方程F cx az cy bz( , )− − = 0确定，求
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例 16 已知 u u x y= ( , )满足 02
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,选择参数α β, 的值,利用

将原方程变形，使新方程中不出现一阶偏导数。 
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