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基础部分 

第二课  微积分 

第 2章 空间解析几何、多元函数的极限及连续性 

(一) 向量及其运算  

(二) 空间的直线、平面及一般曲面  

(三) 多元函数极限及连续性 

 

11.1 向量及其运算  

11.1.1 向量概念:  

具有大小,确定方向.这样的量称为向量. 向量的模 || ar .  

   零向量: 长度等于零的向量称为零向量. 零向量的方向不确定. 

11.1.2 向量五种运算:                                   

(1). 向量的加法: 向量的加法 bac
rrr

+= 服从平行四边形法则和三角形法则:  

(2). 向量的数乘: arλ 为向量的数乘, 它是向量. 

 注意： 若 θ≠ar (零向量),则 ||0 aaa rrr
= 是一个单位向量, 并且 0|| aaa rrr

=  

(3). 向量的数量积: 

    两个非零向量 ba
rr, 之间的夹角称为之间的夹角α ,规定 πα ≤≤0 , 

定义: 和b 的数量积 定义为  ar
r

ba
rr
⋅ αcos|||| ⋅⋅=⋅ baba

rrrr
   

注意   (1) .  0=⋅⇔⊥ baba
rrrr

(2) 若 和ar b
r
非零,则

||||
),(cos
ba

ba
rr

rr

⋅
=α   

       (3) |||||),(| baba
rrrr

⋅≤     (4) ),(|| aaa rrr
= , 

       (5) 向量 在向量 上的投影: ar b
r

( )
b
babaa b r

rrrrr
v

⋅
=⋅= 0  

(4). 向量的向量积: 

定义: 叉积 (向量积)是一个向量, ba
rr

× αsin|||||| ⋅⋅=× baba
rrrr

；定它的方向由所谓

“右手法则”确定. 

注意：  (1) ;   abba rrrr
×−=×

(2) cbcacba rrrrrrr
×+×=×+ µλµλ )(  

        (3) baba
rrrr //⇔=× θ  
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(5). 向量的混合积: 

定义: 向量 cba rrr ,, 的混合积为 ( ) cba rrr
⋅× ,记作 ),,( cba rrr

,它是数量, 

   向量 cba rrr ,, 的混合积有以下几何意义: 以 cba rrr ,, 为棱作平行六面体,则这个平行六面

体的体积等于 ),,( cba rrr
. 

注意： 

(1) ),,(),,(),,(),,(),,(),,( abcbcacabbacacbcba rrrrrrrrrrrrrrrrr
−=−=−===  

(2) cba rrr ,, 共面的充要条件是 0),,( =cba rrr
. 

11.1.3 向量位置关系的判断：                                   

    (1) 0=⋅⇔⊥ baba
rrrr

. 

(2) baba
rrrr //⇔=× θ ba

rr λλ =∃⇔ , . 

    (3) cba rrr ,, 共面⇔ 0),,( =cba rrr
.             

11.1.4 向量的投影表示及其运算公式:                                   

(1). 向量在空间直角坐标系的投影表示 

   起点在原点O，终点为 的向量),,( cbaP OP，可以表示为OP a=
uuur

i
r
+b + . 也

可以表成：

j
r

c k
r

( cbaOP ,, )= , 称为向量的投影表示, 因为 分别是向量cba ,, OP在 zyx ,,

三轴上的投影。 

   注意：向量是自由向量。 

(2). 用空间直角坐标系进行向量运算 

     设 ，b 为任意两个向量，则 ar ),,( 321 aaa=
r

),,( 321 bbb=

1) 向量的加法运算: =± ba
rr )( 11 ba ± i

r
+ )( 22 ba ± j

r
+ )( 33 ba ± k

r
 

2) 数乘： λ ar 1aλ= i
r

2aλ+ j
r
+ 3aλ k

r
; 或 λ ar ),,( 321 aaa λλλ=  

     以上是向量的线性运算。 

3) 数积： ;特别有 332211 babababa ++=⋅
rr

aaa rrr
⋅=2
=  ,

2
3

2
2

2
1 aaa ++ =⋅= aaa rrr || 2

3
2

2
2

1 aaa ++                     

如果 是一个单位向量，即ar 1|| =ar ，则 

ar k
a
a

j
a
a

i
a
a

a
a r

r
r

r
r

rr

r
321 ++== αcos= i

r
kj
rr

γβ coscos ++    

其中 γβα ,, 是向量 a与坐标轴 的夹角. 
r OzOyOx ,,
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αcos , cos ,cosβ γ 称为向量 ar的方向余弦。显然有 

+α2cos 1coscos 22 =+ γβ   

4). 向量积： kji
vrr

,, 是互相垂直并且成右手系的三个向量，所以 

, ,

, ,

, ,

i j k j k i k i j

j i k k j i i k j

i i j j k kθ θ θ

× = × = × =

× = − × = − × = −

× = × = × =

r r rr r r r r r

r r rr r r r r r

r rr r r r
 

=×ba
rr
（ 1a i

r
+ + ）×（2a j

r
3a k
r

1b i
r
+ 2b j

r
+ 3b k

r
）= 

=（ − ） i +（ − ）2a 3b 3a 2b
r

3a 1b 1a 3b j
r
+（ − ） k1a 2b 2a 1b

r
 

=
32

32

bb
aa

i
r
+

13

13

bb
aa

j
r
+

21

21

bb
aa

k
r

321

321

bbb
aaa
kji
rrr

=   

5). 混合积的计算:  

设 ，b ，ar ),,( 321 aaa=
r

),,( 321 bbb= cr ),,( 321 ccc= ， 则 

cbacba rrrrrr
⋅×=),,( =

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a
b b b
c c c

 . 

例 1 设 ,jia
rrr

+= ,2 kib
rrr

+−= 求以 ba
rr, 为边的平行四边形的对角线的长度。( .11 ) 

例 2 设 ),4,1,1(=ar ),2,2,1( −=b
r

求b在 a方向上的投影向量。 )
9

14,
18
7,

18
7(                               

例 3 设有三点 ),0,2,1(A ),1,3,1(−B ),2,1,2( −C 求 ABC∆ 的面积。( .3
2
5

) 

例 4 试证 及),1,1,1( −A ),2,2,2( −−B ),2,1,1( −C )0,0,0(D 四点共面。 

11.2 空间的平面、直线及一般曲面  

11.2.1 空间平面方程 

 (1) 平面的法向量与平面的方程： 

与平面π 垂直的直线称为π 的法线；与π 垂直的的非零向量称π 的法向量. 
     平面向量方程式为 : )( 0rr rr

− 0=⋅ nr  .  由于 

MM 0 = 0rr rr
− ),,( 000 zzyyxx −−−= , 所以 

z 法向为 kCjBiAn
rrrr

++= ,过点 的平面方程为 ),,( 0000 zyxM

 0)()()( 000 =−+−+− zzCyyBxxA    
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z 任何三元一次方程 0=+++ DCzByAx , 其图形定一张法向 kCjBiAn
rrrr

++= , 

的平面。 

例 5 设 不共线,求过这三点的平面),,(,),,(,),,( 333322221111 zyxMzyxMzyxM π . 

 解: 

131313

121212

111

zzyyxx
zzyyxx

zzyyxx

−−−
−−−

−−−
=0 称为平面π 的三点方程式. 

例 6 已知平面π 过两点 )3,1,2(,)1,0,1( 21 −− MM ,并且与向量 kjia
rrrr

+−= 2 平行,求此

平面的方程. 

  解:平面π 的向量方程为 0)1()0(11)1(5 =+−−−−− zyx , 

或者  04115 =−++ zyx

(2) 平面外一点到平面的距离  

  设 是平面),,( 0000 zyxP 0: =+++ CDCzByAxπ 外一点, 则 到0P π 的距离是

|| 01PP
222

000 ||

CBA

DCzByAx

++

+++
=   

11.2.2 空间直线方程 

( 1) 直线方程式 

z 通过一点 , 方向向量为( 0000 ,, zyxM ) ( )nmlv ,,=
r

的直线参数方程是： 

其坐标    )(

0

0

0

+∞<<−∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

t
tnzz
tmyy

tlxx

z 上消去参数 t ,得到直线的标准方程(或直线的点向式方程): 

               
n
zz

m
yy

l
xx 000 −

=
−

=
−

 . 

例 7 已知直线经过两点 和 ,求直线方程. ),,( 1111 zyxM ),,( 2222 zyxM

 解:   )(
)(

)(
)(

121

121

121

+∞<<−∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+=
−+=
−+=

t
tzzzz

tyyyy
txxxx

例 8 若直线 l 由两个平面 011423:1 =−++ zyxπ 0132:2 =−−+ zyxπ和    

相交而成,求该直线的参数方程. 
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解:直线 的参数方程:   l )(
1

172
101

+∞<<−∞
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
−=

t
tz

ty
tx

(2) 直线、平面间的位置关系 

1) 夹角: 两条直线 的夹角就是它们的方向向量21 , LL 21 , vv rr
之间夹角α 。两个平面

21 , ππ 之间的夹角α就是它们的法向量 21 , nn rr
之间的夹角α; 直线 与平面L π 之间的

夹角 β 等于直线 的方向 v和平面法线L r nr之间夹角α的余角. 规定满足
2

0 πα ≤≤ . 

2) 平行与垂直关系: 考察直线 的方向L vr ,平面法线 nr相互的位置关系。 
11.2.3 空间曲面 

(1) 旋转曲面  

  设 为 , , 绕 轴旋转一周所得到的旋转曲面 的方程式. L
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0),(

x
zyF

0≥y L Oz S

( ) 0, =zYF ( ) 0,22 =+⇒ zyxF , 这就是旋转曲面 的方程.  S

例 9 求平面曲线  绕Oz轴旋转一周得到的旋转曲面的方

程式.  

)21(
0

0:
3

≤≤−
⎩
⎨
⎧

=
=− y

x
yzL

解: 曲面 S可以统一地用一个方程表示:   
3222 )( yxz +=

(2) 锥面和柱面 

1).锥面：设 是空间一条曲线,L M 为 外一点. 假定由点L M 出发的每一条射线与曲线

最多只有一个交点. 由点L M 向曲线 上的每一个点引射线.所有这些射线组成的曲面

称为以

L
M 为顶点、以曲线 为准线的锥面. L

例 10 平面上的直线 绕 轴旋转一周得到的旋转曲面   yOz )0( >= kkyz Oz

22: yxkzS += ,  

就是以原点为顶点、以曲线 为准线的锥面. 

⎩
⎨
⎧

=
=+

kz
kyxL

222
:

2) 柱面：设 是空间一条曲线, 是一条直线.平行于 l的直线沿着曲线 移动所形成的轨

迹是一张曲面,称这张曲面为以 为准线的柱面.沿曲线 移动的直线称为该柱面的母

线. 

L l L
L L

例 11 设 为以平面曲线 为准线、母线平行与Oz轴的柱面,求 的方

程.  

S
⎩
⎨
⎧

=
=+

0
:

222

z
ayxL S

 解: 该柱面是与 轴平行的直线沿曲线 移动生成的曲面.由于母线通过 上某点、并

且垂直与Oz轴,所以母线上的所有点 到 轴的距离都相等.柱面上的任意一点

Oz L L

),,( zyx Oz
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),,( zyx 都位于某条母线上.因此必然满足方程为  
222 ayx =+

这就是柱面 的方程式.这个柱面的母线是圆周.因此称为圆柱面.         S

例 12 设 为以 为准线、母线平行与Oz轴的柱面,求 的方程.  S
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

0
:

2

z
xyL S

3) 二次曲面:  

i).球面与椭球面 

0 0 0 0( , , )P x y z 为中心, 为半径的球面:        ( 0)R > 22
0

2
0

2
0 )()()( Rzzyyxx =−+−+−

设 为正数,由方程  cba ,, 12

2

2

2

2

2

=++
c
z

b
y

a
x

  确定的曲面为椭球面. 

ii). 抛物面 

旋转抛物面: 旋转抛物面.它的方程为 .  )( 22 yxaz +=

椭圆抛物面: 由方程  ,确定的曲面称为椭圆抛物面. )0,(22 >+= babyaxz

双曲抛物面: 由方程  确定的曲面称为双曲抛物面.双曲抛物

面也称为马鞍面.      

),(22 同号babyaxz −=

11.3 多元函数的极限与连续性 

11.3.1 多元函数概念 

(一) 多元函数定义  设 是Ω nR 的一个子集，如果按照某种确定的法则 f ，使得每个

,唯一地对应于一个实数u ,则称 为定义在x∈Ω f Ω上的一个（ 元）函数, 记成：

. 

n

Rf →Ω:

其中 是自变量，Ω∈= ),...,,( 21 xxx n
Txr Ω是该函数的定义域.   

实数 称为 所对应的函数值。记成u xr )(),...,,()( 21 Ω∈== xxxxfxfu n
rr

. 

(二) 区域的定义, 闭区域的定义。 

(三) 多元函数的表示  

显式表示的函数： ),,();,( zyxfwyxfz == 等； 

隐函数： 用方程 表示的函数0),,( =zyxF ),( yxzz = 等； 

用参数表示: 用参数方程  , 表示的函数

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),(
),(
),(

yxzz
vuyy
vuxx

),( yxzz = .  

例 13 若二元函数 ),( yxfz = 的定义域是

{ }xyxyxD ≤≤≤≤= 0,10),( ,则复合函数
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( ) ( yxyxfyxw −+= ,, )的定义域是下图中 (  C  ) 

(A)    (B)    (C)    (D)  31 DD ∪ 21 DD ∪ 1D 2D

11.3.2 函数的极限 

(一)多元函数的极限定义 

z 设  ,距离是RRDf n →⊂: ( ) xyyxd rrrr
−=, , Ra∈  

定义 1 设
nRx ∈0

r
， axf

xx
=

→
)(lim

0

r
rr ⇔ 0>∀ε ， 0>∃δ ，使得 Dx∈∀

r
,且

δ<< ),(0 0xxd rr
, 都有 ε<− |)(| axf r

。 

z 无穷小量: ，记成0)(lim
0

=
→

xf
xx

r
rr ( ) ( )1oxf =

r
, ( 0xx rr

→ ); 

z 高阶无穷小量: ( ) 0)(lim
0

=
→ xg

xf
xx

r

r

rr ，记成 ( ) ( ))(xgoxf rr
= .  

 (二) 多元函数极限的性质 

(1) 唯一性: 多元(向量)函数的极限如果存在，则是唯一的。 

(2) 线性性: 极限运算的线性性。 

(3) axf
xx

=
→

)(lim
0

r
rr ⇔ ( ) ( )1oaxf += ,( 0xx rr

→ )。 

(4) 多样性: 自变量变化趋势的多样性，引起多元函数极限形式的多样性。

写作 .这叫二重极限.  ),(lim
),(),( 00

yxf
yxyx →

),(lim
0

0

yxf
y
x

y
x
→
→

),(limlim
00

yxf
yyxx →→

,  叫累次极限。 ),(limlim
00

yxf
xxyy →→

    是不一样的，叫按指定路径的极限, ))(),((lim
0

tytxf
tt→

这条路径就是曲线 . 
( )
( ) ( ) ( )0000 ,, tyytxx
tyy
txx

==
⎩
⎨
⎧

=
=

例14 设 ))0,0(),((
||||

),(
22

≠
+
+

= yx
yx

yxyxf ,研究极限

0,
( , )lim

x x

0
y y

f x y
→

→

的存在性. 

解: 因此由极限定义得到 ),(lim
0
0

yxf
y
x
→
→

0=  . 

例 15 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≠+≥≤−

⋅≠+≥⋅
+
−

≠+≤≥

=
+
−

=

,0||||,0,0,1

0||||,0,

,0||||,0,0,1

||||
),(

yxyx

yxyx
yx
yx

yxyx

yx
yxyxf  
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例 16 设  ,研究极限 的存在性. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≠

=
=

2

2

,0
),(

xyif
xyf

yxf
i1, ),(lim

0
0

yxf
y
x
→
→

 关于多元函数极限,有几条结论介绍一下： 

(1) 重极限存在则按特殊路径的极限一定存在，反过来不成立； 

(2) 重极限 存在, 又有一个累次极限的内层极限，如 ( yxf
yy
xx

,lim
0
0

→
→

)

         ( ) (yyxf
xx

)ϕ=
→

,lim
0

 存在,  

则累次极限 ( ) ( )yyxf
yyxxyy
ϕ

000

lim,limlim
→→→

= 存在, 且与重极限相同。 

重极限存在，而累次极限不存在的例子：  

例 17 =( )yxf ,
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅

≠⋅+

0,0

0,11

yx

yx
x

Siny
y

Sinx
. 

11.3.3 函数的连续性 

(一) 连续性的定义:  设  , RRDf n →⊂: Dx ∈0
r

 

定义 : 在 点连续f 0xr ⇔ )()(lim 0
0

xfxf
xx

rr
rr =

→
. 

等价定义一: 0>∀ε ， 0>∃δ ，使得 Dx∈∀
r

, δ<),( 0xxd , 

都有 ε<− |)(| axf r
。 

等价定义二: , ( ) 0, xxDx kk
rrr

→⊂∀ )()(lim 0xfxf kk

rr
=

∞→
. 

等价定义三: ( ) RaU ⊂∀ ε ， ( ) nRxU ⊂∃ 0
r

δ , ( )00 xUx rr
δ∈∀ ,  

都有 ε<− |)(| axf r
. 

等价定义四: ( ) ( ) ( )10 oxfxf +=
rr

,( 0xx rr
→ )。  

关于闭域边界点上函数连续性的补充定义: 

( ) RaU ⊂∀ ε ， ( ) nRxU ⊂∃ 0
r

δ , ( ) DxUx ∩∈∀ 00
rr

δ ,都有 ε<− |)(| axf r
. 

(二) 多元连续函数的性质 

  和一元函数的情形一样,函数的连续性具有如下运算性质: 

(1) 四则运算的连续性。 

(2) 设函数  都在区域),(),,( yxvyxu Ω上连续,函数 在区域),( vuf 1Ω 上连续,并且当

时有 ,则复合函数 也在区域 上连续. Ω∈),( yx 1)),(),,(( Ω∈yxvyxu )),(),,(( yxvyxuf Ω

(3) 多元初等函数在它们的定义区域内部是处处连续的。 

(三) 多元连续函数在有界闭区域上的性质 

    在有界闭区域上连续的多元函数仍然具有整体性质. 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com       - 8 -     清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校     清华东门外创业大厦 1006        清华大学 理科楼 1101   电话：62781785  

 (1)最大最小值定理 设  是有界闭区域,
nR⊆Ω )(Ω∈Cf .则 在f Ω上有界.且存在

,使得 Ω∈Ω∈ 21 ,PP

)(min)( 1 PfPf
P Ω∈

= , )(max)( 2 PfPf
P Ω∈

= . 

 (2)介值定理 设 是有界闭区域(连通的),
nR⊆Ω )(Ω∈Cf .则对介于 和

之间的每个实数

)(min Pfm
P Ω∈

=

)(max PfM
P Ω∈

= µ ,都存在 Ω∈P ,满足 µ=)(Pf . 

推论：零点定理：设 是连通域,
nR⊆Ω )(Ω∈Cf .若存在两点， , 使得

, 则存在 , 

Ω∈QP,

( ) ( ) 0≤⋅ QfPf Ω∈ξP 0)( =ξPf ; 

特别是，当 为凸集( 即：Ω Ω⊂⇒Ω∈∀ PQQP, )时，则存在 

Ω⊂∈ PQPξ ,  0)( =ξPf

关于连续函数性质的应用举例。 

例 18 若 在( )yxfz ,= 2R 上连续, 且 ( ) +∞=
∞→
∞→

yxf
y
x

,lim , 证明 函数 在f 2R 上一定有最

小值点。 
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