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基础部分 
第二课  微积分 

第 7章  第一、二类曲面积分与场论 

内容简介： 

一. 第一类曲面积分 

二. 第二类曲面积分 

三. Guass 公式, Stokes 公式 

 

16.1 第一类曲面积分 

16.1.1 第一类曲面积分的定义与性质 

(1) 定义: 设 是S 3R 中的一块逐片光滑的曲面, 函数 定义在 上. 
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函数 为被积函数, 为积分曲面, 为曲面的面积微分, ),,( zyxf S dS

注意：1) . 2) 当0>dS 1),,( =zyxf 时, . SdS
S

=∫∫
(2) 第一类曲面积分的性质: 

1) 曲面积分存在的必要条件和充分条件： 

必要条件: 在 上有界； 充分条件： 在 上上连续. f S f S

2) 可加性：若 ,  则   21 SSS ∪= ∫∫∫∫∫∫ +=
21

),,(),,(),,(
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dSzyxfdSzyxfdSzyxf

3) 线性性：  [ ] ∫∫∫∫∫∫ +=+
SSS

dSzyxgdSzyxfdSzyxgzyxf ),,(),,(),,(),,( µλµλ

4) 估值定理: , 为曲面的面积. SMdSzyxfSm
S

⋅≤≤⋅ ∫∫ ),,( S

5) 中值定理: 若 在曲面 上连续, 则存在),,( zyxf S ( ) S∈ζηξ ,,    

使 . SfdSyxf
S

⋅=∫∫ ),,(),( ζηξ

16.1.2 第一类曲面积分的计算 

设空间曲面 的方程为 S xyDyxyxzz ∈= ),(),,( , 则 dxdy
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当曲面 为隐函数 , S 0),,( =zyxF xyDyx ∈),( 时，则 dxdy
F
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z
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例 1 求 ∫∫ ++
=

S yx
dSI 2)1(

，其中 为平面S 1=++ zyx ,与三个坐标

面围成的四面体的四个面. (  = ( ) ( ) 2ln1333
2
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−+−  ) 

例 2 求 , 其中 为单位球面. (∫∫ ++=
S

dSzyxI 2)( S π4=I ) 

例 3 求 ∫∫
S

dSxyz , 其中 . 10,: 22 ≤≤+= zyxzS
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15125 −
 ) 

例 4 求质量密度为 1=ρ 的上半球面 ( )0,2222 ≥=++ zRzyx   绕 轴的转动慣量 . z zJ
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例 5 S是平面 截取球面  的球冠部分，计算曲面积分 1=++ zyx 1222 =++ zyx
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16.2 第二类曲面积分 

16.2.1 第二类曲面积分的定义与性质 

(1) 第二类曲面积分定义： 设 )),,(),,,(),,,((),,( zyxZzyxYzyxXzyxF =
r

, 定义在

3R⊂Ω 上, 是Ω中的一块逐片光滑的有向曲面 .向量值函数S S ),,( zyxF
r

在有向曲

面S上的第二类曲面积分, ∑∫∫
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  函数 ),,( zyxF
r

为被积函数, 为积分曲面(有向), S dSnd 0rr
=S 为曲面的有向面微分. 

(2)  二类曲面积分的关系： ( )γβα cos,cos,cos0 dSdSdSdSnd ==
rr

S   

∫∫∫∫ ⋅=⋅
SS

dSnzyxFSdzyxF 0),,(),,( rrrr
 

 [ ]∫∫ ++=
S

dSzyxZzyxYzyxX γβα cos),,(cos),,(cos),,(

上式等号的右端为第一类曲面积分. 

(3) 第二类曲面积分的面微分向量投影表示：若记 

dSdydxdSdxdzdSdzdy γβα cos,cos,cos =∧=∧=∧  

分别称为 在dS xyzxyz ,, 平面上的有向投影, γβα cos,cos,cos 可正可负, 因此

dydxdxdzdzdy ∧∧∧ ,,  也可正可负. 
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其中 0≥xydσ 为 在dS xy平面上的投影面积. 

所以第二类曲面积分也可以记成 

∫∫ ⋅
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(2) 第二类曲面积分的性质 

1). 方向性: 第二类曲面积分与曲面的取向有关: ∫∫∫∫
+−

⋅−=⋅
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2). 可加性: 若 21 SSS ∪= , 的正向一致,则 21 ,, SSS
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16.2.2 第二类曲面积分的计算 

1). 曲面的法向量:  

(1) 若曲面方程为 ,   单位法向量 ),( yxfz =
( ) ( ) 122
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(2) 若曲面方程为 , 单位法向量 0),,( =zyxF
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  对于有向曲面,曲面的正法向量指向曲面的正侧.  

 封闭曲面的正向为曲面的外侧. 

例 6 求 ,其中闭曲面 为旋转抛物面 与平面 所围的空间

区域的外侧面. ( 

2
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例 7 求

S

xdy dz
+

∧∫∫� ,其中闭曲面 为

旋转抛物面 与平面 所

围的空间区域的外侧面(如上题).   
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例 8 计算
S

I z dS= ∫∫ , 
S

J z dx dy= ∧∫∫ , 其中 , 外法线为正向. 

(  

2222: azyxS =++

32 aπ  , 0 ) 
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例 9 
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例 10 求
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例 11 计算积分 
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其中 为球面 , 限于 
+S 1222 =++ zyx

柱面 部分的外侧. 0,022 ≥≤−+ zxyx
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16.3 场论 

16.3.1 数量值函数的梯度,向量值函数的散度和旋度 

(1) 数量值函数的梯度 

数 量 值 函 数 在 点 可 微 , 则 其 在 点 的 梯 度 为 : ),,( zyxf ),,( 000 zyx ),,( 000 zyx

),,(

000

000

,,),,(
zyx

z
f

y
f

x
fzyxgradf ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

= ,数量值函数的梯度为向量. 

数量值函数的梯度的意义: 函数 在 点的梯度作为向量,其方向为

使函数 在该点的方向导数取得最大的方向;其大小为这个最大的方向导数. 
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(2) 向量值函数的散度 向量值函数 ( )),,(),,,(),,,(),,( zyxZzyxYzyxXzyxF =
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向量值函数的散度为数量. 向量值函数的散度的意义:反映流场在该点的源强. 

(3) 向量值函数的旋度 向量值函数 ( )),,(),,,(),,,(),,( zyxZzyxYzyxXzyxF =
r
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向量值函数的旋度为向量. 向量值函数的旋度的意义: 反映流场在该点的旋量的情况. 

16.3.2 Guass 和 Stokes 公式 

 (1) 定理:(Guass 公式)
3R⊂Ω 为有界闭区域,其边界面 Ω∂ 外侧为正, 向量值函数 

( ) ( )Ω∈= )1(),,(),,,(),,,(),,( CzyxZzyxYzyxXzyxF
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则  
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(2) 定理(Stokes 公式): 有界曲面 分块光滑可定向,其边界S S∂ 为分段光滑的闭曲线,

与 的方向满足右手螺旋法则, 向量值函数 
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16.3.3 Guass,  Stokes 公式的其应用 

(1).曲线积分、曲面积分的计算问题 

例 12 求 , .从正 z 轴方向看, 的正向为反时

钟方向。( =

C
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例 13 计算
2 2 2
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xdy dz ydz dx zdx dy
x y z
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∫∫� , 是 外侧面.( S 2222 azyx =++ 24 aπ ) 

例 14 求 kjiv zyx ++= 穿过
222 yxz += ( )hz ≤≤0 的流量.(  ) 
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例 15 求 ( ) ( ) ( )∫∫ ∧++∧++∧+=
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dydxayzdxdzaxydzdyazxI 232323
, 是球面

 上半球面上侧。  ( 

S
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20
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例 16 设 连续可微,计算积分 )(uf

3 31 1
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其中 为 的锥面 与球面 ， 围成
+S 0>x 0222 =−+ xzy 1222 =++ xzy 4222 =++ xzy

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com      - 5 -       清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校     清华东门外创业大厦 1006        清华大学 理科楼 1101   电话：62781785 

的空间区域的边界面的外侧.(  π
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=  ) 

例 17 设函数满足条件： ( )zyxnf
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其中为平面 αtanxy = 在球面 部分内的面积. ( ) 
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例 19 在半空间 , 对任何光滑有向曲面 , 有 0>x S
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例 20 Ω是空间有界闭区域,  是其外侧面,函数S ),,(),,,( zyxvvzyxuu == 在 上二阶

连续可微.证明: 
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为沿外法向量的方向导数。 

例 21 是闭域 上的调和函数，即满足方程： ( zyxuu ,,= ) Ω
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(1) 若 , 求  
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其中， rv是矢径，即 kzjyixr
rrrv ++= , rr r

= , nr是 的法线方向。 dS
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(3) 若 是任一包含原点作为内点的闭域, 求Ω
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(4) 若 是任一包含 点作为内点的闭域, 求: Ω ( ) 0
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