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基础部分 
第一课  微积分 

第 9章 常微分方程 (一) 基本概念 一阶可解方程、高阶可降价方程 
微分方程的基本概念 

一阶可积类型微分方程的求解 

高阶可降阶类型方程的求解  
应用问题举例 综合例题 

9.1 微分方程的基本概念 
9.1.1 引言与实例 

z 什么是微分方程？ 

    包含未知函数的导数或微分的方程式就称为微分方程. 

    微分方程是用函数与导数的关系式来表达(一类)函数的一种方法。 

z 微分方程的基本问题:方程类型与求解方法，解的定性研究，列方程 

9.1.2 微分方程其及其分类：  

z 常微分方程和偏微分方程 

z 微分方程的阶: 方程中出现的最高阶导数的阶数称为这个微分方程的阶. 

     阶常微分方程的一般形式为 n
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z 线性与非线性方程 

   如 果 在 上 述 方 程 中 , 函 数 关 于 未 知 函 数 y 及 其 各 阶 导 数f
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都是一次整式,则称这个方程是线性微分方程, 否则称为

非 线 性 微 分 方 程 . n 阶 线 性 常 微 分 方 程 的 一 般 形 式 为  
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其中 ( ) )(),1,...,1,0(, xfnixai −= 是已知函数.  

9.1.3 “解”的概念 

满足微分方程的函数，称为该方程的解。即将此函数代入方程，使其成为恒等式。   

或更细致一点，如果函数 )(xyy = 在区间 I上具有 阶导数, 且将其代入某nn
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阶微分方程之后, 使之成为恒等式, 则称函数 )(xyy = 是方程在区 I 上的一个解 
z 通解（一般解）与定解条件 

微分方程的解中都包含了若干任意常数. 一般情况下, 在 阶微分方程的解中含有n n
任 常 数 , 也 就 是 说 , 阶 微 分 方 程 的 解 的 表 达 式 为 ccc n,...,, 21 n

),...,,,( 21 cccxfy n= ， 

这种包含了 个任常数 称为微分方程的通解（一般解）. n
    一个微分方程虽然可以有无穷多个解, 若从中确一个所需要的解.则需要对微分方程附

加某些条件,即所谓定解条件. 适合定解条件的解称为微分方程的特解. 

      对于 阶微分方程,为了从通解中找到所需要的解,需要附加n个初始值条件, 即           n
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这样的定解条件称为初值条件,上述问题就称为初值问题. 

例 9.1 设 在)(xp ),( +∞−∞ 连续且不恒等于零, )(,)( 21 xyxy 是微分方

程 0)( =+′ yxpy 的两个不同特解,则下列结论中错误的是(  C   )。 

   常数≡
)(
)()(

1

2
xy
xyA (其中 0)(1 ≠xy )。    

构成方程的通解)()( 21 yyCB − 。 

   。          常数=− 21)( yyC
)(5)(2)( 21 xyxyD − 是该微分方程的一个特解。 

解: 首先,在 不恒等于零的条件下, 微分方程)(xp 0)( =+′ yxpy 没有非零常

数解，如果 )(,)( 21 xyxy 是两个不同的解,那么 21 yy − 也是这个方程的解,

从而 21 yy − 不能等于非零常数. 

导数运算是线性运算，从解的概念可知，， )(),( BA 是成立的。同理，（ ）也

是成立。 

D
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例 9.2  试研究 之解所确定函数
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⇒ ( )yyxxyxy ′+++=′′ 222
， 

03 32422 ≥+++= yxyxyx  

)(xyy = 是下凸的函数。 

9. 2一阶可积类型 

9.2.1 分离变量法   

z 形如 )()( ygxf
dx
dy

=  ,或者  

dyygdxxf )()( = 的方程称为变量分离方程.  

z 解法: 分离变量后，两边积分: 

dyygdxxf )()( = Cdyyvdxxu +∫=∫⇒ )()(  ; 
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例 9.3  )0(
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解 1: 
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解 2:  
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9.2.2 可化为可分离变量型的方程   

z 方程：齐次方程: )(
x
yg

dx
dy

= ;  

z 解法：变量置换。令
( ) uuxy
x
xyxu +′=′⇒=)( ， 
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x
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=
x

uuguuguux −
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)()( 。 

分离变量得到  

x
dx

uug
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例 9.4, ( )xyyyx lnln −=′ . 

解: 方程化为 

( )⎯⎯⎯ →⎯=′ = xuxy

x
y

x
yy ln uuxuu ln=+  

      

x
dx

uu
du

=
−

⇒
)1(ln

Cxu ln1lnln =−⇒

xCxey +=⇒ 1
。 

9.2.3 一阶线性方程   
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z 方程： )()( xqyxp
dx
dy

=+  

z 解法：（1）变易常数法：先解齐次方程，变易常数。 

（1） )()( xqyxp
dx
dy

=+  

（2） 0)( =+ yxp
dx
dy

 

先解齐次： dxxp
y

dy )(−=  

dxxpC
y

dy
∫−= )(ln ， 

齐次解为 
( )∫−= dxxpCexy )(1 。 

若 为（1）的解，将（1）化为 )(xyy =

)(
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xqxp

y
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dx
xy
xqdxxpCy ∫+∫−+=
)(
)()(lnln 1 ， 

dx
xy
xq

dxxp eeCxy
∫

∫− ⋅= )(
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)(
1)( ，或记为

dxxp
dx
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xq
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∫

⋅= )()(
)(

1)( ， 
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记

dx
xy
xq

eCxC
∫

⋅= )(
)(

1)( ， )(xyy = 可记为

， 
dxxpexCxy ∫−= )()()(

只需求 （变易常数法） )(xC
dxxpdxxp expxCexCxy ∫−∫− −′=′ )()( )()()()( 代入（1） 

dxxpdxxp expxCexC ∫−∫− −′ )()( )()()(  

)()()( )( xQexpxC dxxp =+ ∫−
 

得到 ， )()( )( xQexC dxxp =′ ∫−

于是 。 CdxexQxC dxxp +∫= ∫ )()()(

因此 ))(()( )()( CdxexQexy dxxpdxxp +∫= ∫∫−
 

（2）积分因子法：方程两边乘函数 
( )∫ dxxpe ,   

( ) ( )( ) ( )∫∫ =+′ dxxpdxxp exqyxpye )(    

( )( ) ( )∫∫ =
′ dxxpdxxp exqexy )()( ,  

( ) ( ) dxexqCexy dxxpdxxp
∫+= ∫∫ )()( ，或记为 

( ) ( ) ))(()( Cdxexqexy dxxpdxxp +∫= ∫∫−
。 

例 9.5 解方程

x
xy

xdx
dy sin1

=+     
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解 1:  )sin()(
11

dxe
x

xCexy
dx

x
dx

x ∫ ⋅+=
∫∫−

 

)sin(1 dxxC
x ∫ ⋅+=  )cos(1 xC

x
−= 。 

解 2: 积分因子为 ，两边同乘 ,得
( ) xe dxxp =∫ x xy

dx
dyx sin=+ .     

即有 ,   两边积分：( ) xyx sin=′ Cdxxyx +∫= sin  

一般解为 )cos(1 Cx
x

y +−= 。 

例9.6 微分方程
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解： )sin()(
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)cos()sin()( xCxdxxCxxy −=∫ ⋅+=  

由 0
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛πy ，得到 

0,0)0(
22

==−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ CCy ππ

， 

特解为 xxy cos−= 。 

9.2.4 贝努利方程     
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z 方程：
nyxqyxp

dx
dy )()( =+ ( 1,0≠n ) 

例 9.7 求解 

y
xy

x
y

22
1 2

=+′ ， 1−=n 。 

2212 xy
x

yy =+′ ，
222 1)(2 xy

x
y =+′ ， 

令 ，得到一阶线性方程 
nyyu −== 12

212 xu
x

u =+′ ， 或：

22
1 2xu
x

u =+′ 。 

)
7
1(1)

2
(1 2

72
Cx

x
Cdxxx

x
u +=+⋅∫= 。 

一般解法： 用 除以方程两端将其化为,  
ny

)()( 1 xqyxp
dx
dyy nn =+ −−

， 

当 ：一阶线性方程 0=n
当 ： 可分离变量类型。 1=n
当 1,0 orn ≠ 时：方程化为： 

或 )()( 1 xqyxp
dx
dyy nn =+ −−

， 

这显然是关于 的一个一阶线性方程.显然可令
ny −1 nyxu −= 1)(  

yynxu n ′⋅−=′ −)1()( ，或记为 
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)(
1

1 xuy
n

y n ′⋅
−

=′  

)()( 1 xqyxpyy nn =+′ −−
，得到一阶线性方程 

)()()(
1

1 xquxpxu
n

=+′
−

，或记成标准形 

)()1()()1()( xqnuxpnxu −=−+′  

例 9.8 解方程  . 
22 yxyyx =+′

解：化为贝努利方程: 

2
2

11 y
x

y
x

y =+′  ， 2=n ， 

令 ，方程化为  
1−= yu 2

11
x

u
x

u −=−′ ，  

)11( 2 dx
xx

Cxu ∫−= ，得到 Cx
x

u +=
2
1

。 

原方程的解为 Cx
xy
+=

2
11

。 

9.2.5 可凑成复合函数微分形式的方程, 积分因子 

能凑全微分的部分先凑好；主要公式是 

( )uvdvduudv =+ , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
u
vd

u
vduudv

2  

例 9.9 解方程 . 0)3( 23 =−+ dyyxxdxy

解:  0)3( 23 =−+ yxxydx
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( ) 03 23 =− dyyxxyd    

两边同乘

( )3
1

xy
  ,  

( )
( )

03
3 =−

y
dy

xy
xyd

, 

 

( )
( ) 0ln31

2
1

2 =−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛− yd
xy

d ，得 

( )
0ln

2
1 3

2 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

− y
xy

d ,  

原方程的通解为  cy
xy

=+ ln3
)(2

1
2 。 

剩下部分利用己知的积分因子来试， 例如：对 0=− vduudv 可利用的有如

下积分因子： 

2
1

u
:  0)(2 ==

−
u
vd

u
vduudv

 

uv
1
:  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
u
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uv
vduudv ln ; 

22
1

vu +
:  
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例 9.10 解方程

yx
yxy

−
+

=′  . 

解 1: 齐次方程 

原式

u
uuuxxyu

−
+

=+′⎯⎯ →⎯ =

1
1

 

解 2：凑微分形式：原方程化为 

ydxxdyydyxdy +=−⇒
xdxydyydxxdy +=−⇒

( )22

2
1 yxdydxxdy +=−⇒  
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( )
( )22

22

22 2 yx
yxd

yx
ydxxdy

+

+
=

+

−
⇒

( )22ln
2
1arctan yxd

x
yd +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒ ，

x
y

eCyx
arctan22 =+ 为一般解。 

9.3 高阶可降阶类型方程的求解  

   一般情况下,求解高阶方程有困难.处理高阶方程的思路之一是设法降低方程的阶.在这

里,重点对二阶方程   ( )yyxfy ′=′′ ,,   的几种右端函数缺变量的情形进行讨

论.  

9.3.1 类型 )()( xfy n =
可通过n次积分可以得到通解. 逐次积分得到一般解。 

 9.3.2 类型 0),,( )()( =nk yyxF L

（ nk <≤1 ，不显含 y） 

   令 ,  ( ) )(kyxp =

( ) )()( knn pyxp −== ( )xpy ′=′′ , 方程变成： 

0),,( )( =′ −knppxF L  ，可降k 阶。 
重点为 ),( yxfy ′=′′ ，降阶得到 ),( pxfp =′ ,这是一阶方程，有可能

求解。 

 例 9.11 解方程 yyyx ′′=′′ ln . 
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   解:令 ( ) yxp ′= , 代入方程,则原方程化为 pp
dx
dpx ln= ， 

由 此 解 出  , 于 是 原 方 程 的 通 解 为 
xcep 1=

2
1

11 ce
c

pdxy xc +=∫= . 

例 9.12 方程 3=′+′′ yyx 满足条件 1)1(,0)1( =′= yy 的解。 

解：设 yu ′= ，则原方程化为

x
u

x
u 31

=+′ ， 

解得 )3(1
1 xC

x
u += ， 

 由 1)1()1( ==′ uy 解 出 21 −=C ， 由

)32(1 x
x

uy +−==′  

得出 2ln23 Cxxy +−= ， 由 0)1( =y 得出 .    32 −=C

 9.3.3  （不显含0),,( )()( =nk yyyF L x） 

令 

dx
dyypp == )( ,   

dy
dpp

dx
dy

dy
dp

xd
yd ==2

2
, 或 ppy ′=′′  

重点为 ),( yyfy ′=′′ 类型 

令 

dx
dyypp == )( , ppy ′=′′ ,  
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代入方程得    ),( ypf
dy
dpp =  .  

于是得到一个关于未知函数 )(yp 和自变量 y的一阶方程. 

例 9.13 解方程

y
yy

2
)(1 2′+

=′′ . 

解: 令

dx
dyypp == )( ,  

dy
dpp

dx
dy

dy
dp

xd
yd ==2

2
,  代入方程

得到   

即     

y
dy

p
pdp

=
+ 21

2
,  两端积分得到

 . cyp 1
2 lnln)1ln( +=+

即    yc
dx
dy

1

2
)(1 =+ .   分离变量,将上式改写成  

dx
yc

dy
=

−± 11
. 

解此方程得 cxyc
c

21
1

12
+=−± ,  

化简得  )()1(4
2

2
12

1
cxyc

c
+=− . 

例 9.14 求解 。 0)( 2 =′−′′ yyy

解：令 

dx
dyypp == )( , ppy ′=′′ , 得到 
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02 =−′ ppyp ， 0=p （非平凡解）， Cy = 。 

0≠p 时， 0=−′ ppy ，得到 xyyCp ′== 1 ， 

xCeCy 1
2= 为一般解。 

9.4 应用问题举例 

(一) 微分方程应用的基本方法： 

规律翻译法和微量分折法。 

(二) 微分方程应用的基本步骤： 

列方程；解方程；解的分析。 

(三) 微分方程应用题的基本范围. 

例 9.15 求曲线 )(xyy = ,使其上每点 ),( yxM 的法线平分过这点的水平线与

矢径所交之角。 

         y 

                       y = y(x) 

 

                 

            θ 

         

θ 

θ  φ  

α

 解: (1) 列方程：作示意图如右. 从几何分析可

知： ϕα
2
1

=  ,由于： 

( )xy′=αtan ，

x
y

=ϕtan   

     

ϕ
ϕϕα

sin
cos1

2
tantan −

==    

   将 ( )xy′=αtan ,

x
y

=ϕtan ， 

 代入上式关系

y
xyx

y
dx
dy −+

=′=
22

. 

(2) 解方程: ( 法一) 这是齐次方程⋯. 

(法二) 原方程变形为 
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 dxyxxdxydy 22 +=+       dx
yx

xdxydy
=

+

+
22

，凑

微分得到 

( ) ( ) dxyxd
yx

yxd
=+=

+

+ 22
22

22

2
 

cxyx +=+ 22
， ,抛物线。 

22 2 ccxy +=
例 9.16 将质量为 的物体, 徐徐沉入静止的海面，受到的阻力与下沉速度成正比，比例系

数

m
0>k 。求运动规律 )(txx = 及其渐近线。并问时间足够大时，该物体的运动规

律如何？ 

解：取向下为高度正方向的坐标系,海水平面为原点，建立坐标系。 

下沉方程及条件为 

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=′=

−=

00,00

2

2

xx
dt
dxkmg

dt
xdm

； 

令

dt
dxty =)( ， ( )⎩

⎨
⎧

=
=+′

00y
mgkyym

， 

)()( 1 dtgeCety
t

m
kt

m
k

∫+=
−

 

k
mgeCe

k
mgCe

t
m
kt

m
kt

m
k

+=+=
−−

11 )( 由

( ) 00 =y ，得到

k
mgC −=1 ， 
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dt
dxe

k
mgty

t
m
k

=−=
−

)1()( ， 

2)()( Ce
k
mt

k
mgtx

t
m
k

++=
−

， 

由 ( ) 00 =x 得到 22

2
0 C

k
gm
+= ， 2

2

2 k
gmC −= ， 

2

2
)()(

k
gme

k
mt

k
mgtx

t
m
k

−+=
−

 

)1(2

2
−+=

− t
m
k

et
m
k

k
gm

 

2

2
~)(

k
gmt

k
mgtx − （ +∞→t ）。 

a
k

mget
m
k

tk
gm

t
tx t

m
k

tt
==−+=

−

+∞→+∞→
)1(lim)(lim 2

2
 

2

2

2

2
])1([lim

k
gmt

k
mget

m
k

k
gmb

t
m
k

t
−=−−+=

−

+∞→

渐近线为 2

2
)(

k
gmt

k
mgtX −= 。 
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例 9.17  设有单位质量的质点Q , 受到沿x方向的力 tAP ωsin= 的作用沿

轴运动.及空气阻力与速度成正比，比例系数

x
0>k ,其中 A,ω为常数. 如果

( ) ( ) 00,00 =′= xx ,试求质点运动规律. 

解:根据 Newton 第二定理,质点运动方程为 

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=′=

+−=

00,00

sin2

2

xx

tA
dt
dxk

dt
xd ω

 

解：这是 ),( yxfy ′=′′ 型方程, 令 ( ) ( )txtp ′= , 则方程变成：

( )⎩
⎨
⎧

=
=+′

00
sin

p
tApkp ω
, 

   这是一阶线性方程, 两边同乘
tkdtk ee =∫
, 

           ( ) tAeep ktkt ωsin=
′

,    

( ) ∫=
t

kttkt dttAeep
00

sinω ， 

( ) ( ) duuAedttAeetx
t

utk
t

kttk ∫=∫=′ −−−

00
sinsin ωω

 ( ) ( ) dtduuAetx
t t

utk∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∫= −−

0 0
sinω  

( )∫ ∫= −−
t

uk duuAed
0 0

sin
τ

τ ωτ 。 

例 9.18 作一个柱台座，其上受力为 P，使每个断面上的压强都一样(等强度柱台座)。 
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解：列方程 : 设高方向坐标为 y, 柱台座断面面积函数为  ( )ySS = ,  

( ) 0ShS = ,高为 . h
             y 

              

 y dy 

              y = y(x) 

                      x    
S(y)

  两种考虑: 

（方法 1）微元平衡分析：重量增加所引起的压力变化=

面积增加所引起的压力变化 

        ( ) ( )ypdSdyyS =− ρ ， 

        ( ) ( )dyySpdyyS ′=− ρ ，

( )
( ) pyS
yS ρ

−=
′

。进一步确定 

参数 。 p
（方法 2）整体平衡分析： 

( )

( )
p

yS

dyySP
h

y =
∫+ ρ

,  

 , ( ) ( )ypSdyySP
h

y
=∫+ ρ

 ( ) ( )ySpyS ′=− ρ ⇒
( )
( ) pyS
yS ρ

−=
′

, 

进一步确定参数 。 p

解方程: 

( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+′

0

0

ShS

yS
p

yS ρ
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⇒ ( )
( )hy

peSyS
−−

=
ρ

0 , 

0S
Pp =  

注：若对于由函数 ( )xyy = 绕 y轴的旋转体, 则有 ( ) 2xyS π= , ; 
2
00 xS π=

( )

0
0

2 ln2
x
xphyeSx

hy
p

ρ
π

ρ

−=⇒=
−−

。 

例 9.19 一容器总高为H , 在高度为 处的断面面积为h ( )hSS = ，在底部有一面

积为 0s 的小孔，已知水流出速度v是水深h的函数, ghv 2µ=  , 

               y 

 

dy 

             

若在容器装满水后, 将底部小孔打开，问多久水将流 

尽？ 

解：设 y 轴方向为水深 

z 列方程：微元平衡分析, 到t dtt + 的时段内： 
  

 

 
水深变化dy引起的水量变化 
等于dt 时间内流出的水量  

S(y) 

即：

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=−

hy
dtgydyyS

0
2µ

 

z 解方程：这里未知函数是 ( )tyy = ， 

( )yS 是已知函数， 

 

( ) dtg
y

dyyS 2µ=−
, 

( )
∫=∫

− ty

h
dtgdy

y
yS

0
2µ ， 
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( )
∫=
h

y
dy

y
yS

g
t

2
1

µ
。 

9.5 综合例题 

例9.20 设 在 连续非负,如果微分方程)(xp ),[ +∞a 0)( =+ yxp
dx
dy

的

每一个解 )(xy 都满足 0)(lim =
+∞→

xy
x

,则 必然满足(  )。 )(xp D

(A) 。  (B)0)(lim =
+∞→

xp
x

+∞=
+∞→

)(lim xp
x

。  

(C)  收敛。(D)∫
∞+

a dxxp )( ∫
∞+

a dxxp )(  发散。 

例 9.21 设已知一阶线性方程 

)()( xqyxp
dx
dy

=+  

的两个不同解 )(,)( 21 xyxy ,则该方程的通解为（ C  ）. 

(A) )()( 2211 xycxyc + .   

(B) )]()([)( 12211 xyxycxyc −+ . 

(C) )]()([)( 121 xyxycxy −+ .  

(D) )]()([)( 122 xyxycxy ++ . 

例 9.22 当 时, 0→∆x )( x∆α 是比 x∆ 较高阶的无穷小量,函数 在任意点

处 的 增 量

)(xy

)(
1 2

x
x
xyy ∆+

−

∆
=∆ α 且 1)0( =y . 则

=)
2
1(y (  )。 D
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(A)
6
π

.  (B)
3
π

.  (C) 3
π

e .  (D) 6
π

e . 

21 x
y

dx
dy

−
= ，

21 x
dx

y
dy

−
= ， 

xCy arcsinlnln =+ ， 

xe
C

y arcsin1
= ，

C
y 1)0( = ，则 1=C 。 

xey arcsin= ，
6)

2
1(

π

ey =  

例 9.23 求解一阶初值问题： 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=+−

= 2

01)1(

1xy

dy
y

dx
x

y
  

解 1: 原方程变形为 
21 yy

x
y −=−′ ，为贝努利方程。 

      令  ，代入得  uy =−1 11
=+′

x
u ，解得  

2
x

x
Cu +=  

于是得  
2

1 x
x
C

y
+= ，代入 2)1( =y ， 

得 ，所以 0=C
x

y 2
= . 

解 2: 原方程变形为  dxxyydxxdy 2−=−
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xdx
y

ydxxdy
−=

−
⇒ 2 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⇒

2

2xd
y
xd  

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∫ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⇒ =

=
=

x
x

xx
x

xd
y
xd 1

2

1 2

x

x

x

x

x
y
x

1

2

1 2
==

=⇒

x
y 2
=⇒  

例 9.24 若方程 0)( =+′ yxpy 的一个特解为 xy 2cos= ,则该方程满足

初值条件 的特解为(  ). 2)0( =y D
(A) .      (B)22cos +x 12cos +x .  

(C) .         (D) . xcos2 x2cos2
解: 将 xy 2cos= 代入方程求出函数 ,再求解方程得到正确答案为 .  )(xp D
也可如下分析:一阶线性齐次方程 

0)( =+′ yxpy 任意两个解只差一个常数因子,所以 CBA ,, 三个选项都不

是该方程的解。 

例 9.25 解方程 . dyyydxxdy 222 =−
解 1: 对 的线性方程 :  x
原方程化为 

222 yx
dy
dxy =+− 或

yy
x

dy
d 2

2 −=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
，

22 y
x

eCy
−

=⇒ . 

解 2: 伯努利方程 : 原方程 
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解 3: 凑微分形式 : 方程 

dyydxyxdy 222 2=−⇒

4

2

4

22 2
y

dyy
y

dxyxdy
=

−
⇒ . 

例 9.26 求曲线方程，在该曲线上任意点的曲率半径等于夹在该点与横轴之间的法线之长，

如果曲线：(1) 向下凸；( 2) 向上凸. 

解 ：   设 曲 线 方 程 为 )(xyy = 则 其 任 意 一 点 ),( yx 之  法 线 为

)(1 xX
y

yY −
′

−=− 。 

令 ，得到与 轴交点为0=Y x xyyX +′=  

法线之长即为 ),( yx 与 )0,( xyy +′ 之间的距离 

( ) ( )222 1 yyyyy ′+=+′  

z 列方程 

(1) 向下凸:  

( )( ) ( )2232 1

1

1 yyy

y
′+

=
′+

′′
 

(2) （2）向上凸:  

( )( ) ( )2232 1

1

1 yyy

y
′+

−
=

′+

′′
 

z 解方程 

(1) 向 下 凸 : 

( ) yy
y 1

1 2 =
′+

′′
,  令 ( ) yyp ′= , 得 到 
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( ) y
dy

p
pdp

=
+ 21

 

  ( ) ( )cyp ln1ln
2
1 2 =+ ,   

  

( )
dx

cy

dy
±=

−12
 

( )( ) ( )

( )( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−−

−±=−+

1
2

1
2

1ln

1ln

cxcycy

cxcycy

m
,  

( ) ( )

( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−

=−+
−

−±

1

1

1

1
2

2

cx

cx

ecycy

ecycy
m

 

( ) ( )( )11

2
1 cxcx ee
c

y −−− +=  

(2) 向上凸: 

( ) yy
y 1

1 2
−

=
′+

′′
， 

曲线为  ( ) 2
1

22
2 cycx =++

例 9.27 求方程 满足0)(2 2 =′+′′ yxy
2
1)0(,1)0( −=′= yy

的解。 

[解] 属于不显含 的可降阶类型。令y ,uy =′  原方程变为 
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u
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由

2
1)0()0( −=′= yu ,解出 21 −=C ;  

再解方程

2
1

2 −
=′

x
y ，   得到 

22
2ln

22
1 C

x
xy +
+
−

= 。 

由 1)0( =y , , 于是得到解  12 =C

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+
−

+=
x
xy

2
2ln

22
11 。 

例 9.28 设 ( ) ( )xfxa , 为连续函数，初值问题

( )
⎩
⎨
⎧

=
=+′

0)0(
)(

yy
xfyxay
之

解为 ( )xyy = ， 

若 ，( ) +∞=∫
∞+

0
dxxa ( )

( )
0lim =

+∞→ xa
xf

x
,   

证明： ( ) 0lim =
+∞→

xy
x

 。   

解： ;      

( ) ( )
( )

( )
∫+=

∫∫−∫− x duuadxxadxxa
dtetfeeyy

txx

0
0

000

    

( )xy
x +∞→
lim  
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( ) ( )
( )

( )∫

∫

+∞→

∫−

+∞→

∫
+= x

t

x

dxxa

x duua

x

dxxa

x

e

dtetf
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0

0

0 0
0 limlim

( )
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0lim ==
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x
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例 9.29 求 解 二 阶 微 分 方 程 的 定 解 问 题

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

′=−

+

,
6

)1(

cos 2

2

yy

dx
ydy

π
=−

=

2
1)1(

)(sin 2

dx
dy

dx
dyy

。 

[解] 令 uu
dx

yd
dx
dyu ′== 2

2
, ，原方程化为 

uyuuyu =+′⋅ sincos 2
，  0=u ， Cy = 不复合初值

条件，舍去。 

0≠u 时，得到  

y
yuu

cos
1tan =+′ ， 

解 为  )tan(cos 1 yCyyu +=′= ，      由 

2
1)1(,

6
)1( =−′=− yy π

，得 01 =C 。 

再解方程 y
dx
dy sin= 得到  

 2cotcscln Cxyy +=− ， 
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由

6
)1( π
=−y 得出 

)32ln(12 −+=C ，定解问题之解 

1)32(
cos1
cos1

sin
cos1

2
tan +−=

+
−

=
−

= xe
y
y

y
yy

例

9.30 设 为连接L )1,0(A 与 )0,1(B 的一段上凸曲线，P为 上异于L A的任意

一点，已知 上的L AB弧与AB弦所围成的面积为P点横坐标的立方，求曲线 的方

程。 

L

解：对任意 ),( yxP ，以AP弦为顶边的梯形面积为 )1(
2
1

+yx ， 

以AB弧为为顶边的曲边梯形面积为 ，由已知条件列出方程 dttyx
∫0 )(

3
0 )1(

2
1)( xyxdttyx =+−∫ ，求导数得到 

23)1(
2
1

2
1 xyyxy =+−′−  

x
x

x
yy

x
y

261)1(
2
11

−−=+−−′  

解得 ， 16 2 +−= xCxy
由 0)1( =y ， 160 +−= C ， 5=C ， 

得到 。 165 2 +−= xxy
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