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基础部分 

第三课  线性代数 

第 1章  行列式 

1.1 行列式的概念 

n阶行列式是一个数，是由 2n 个数排成 n行 n列的方阵 
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所决定的． 

    例如：二阶行列式 
1 2

1 4 2 3 2
3 4

= × − × = −  

二阶行列式一般的计算公式是 

11 12
11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= × − × ． 

这个数是由两项的和构成的，每一项又是由取自不同行不同列的两个数的乘积组成的，且其

中一项为正，一项为负． 

三阶行列式的计算公式是 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

  22 23 21 23 21 22
11 12 13

32 33 31 33 31 32

a a a a a a
a a a

a a a a a a
= × − × + × ． 

在这个式子中如果把二阶行列式展开，就得到 6项，每一项由取自不同行不同列的 3个数的

乘积组成，其中 3项为正，3项为负． 

    在 n阶行列式中，去掉元素 ija 所在的第 i行和第 j列，剩下的是一个 1n − 阶行列式，

叫做 ija 的余子式，记作 ijM ．那么 3阶行列式就可写作： 

11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

a a a
a a a a M a M a M
a a a

= − + ． 

再进一步，记 

( 1)i j
ij ijA M+= −  

称 ijA 为 ija 的代数余子式，则 3阶行列式就可写作： 
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11 12 13

21 22 23 11 11 12 12 13 13

31 32 33

a a a
a a a a A a A a A
a a a

= + + ． 

    同样，n阶行列式 
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将其中的代数余子式全部展开，得到的是一个数，它是 !n 项的代数和，其中每一项都是由
取自不同行不同列的 n个数的乘积组成，其中一半是正项，一半是负项．显然，如果在一个
行列式中，有的元素是字母 x，那么，行列式就是关于 x的一个多项式． 

例 1 
2

0 0
1

1 1 ( 1)
1 1

0 1 1

x
x

x x x x x x= = − = − ． 

例 2 

1 0 0 2 0 0
0 2 0 0 3 0

1 !

0 0 0 0

n

n n

= × = =
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例 3 

11
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21 22
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2
1 2

11 22

0 0
0
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=
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． 

1.2 行列式的性质 
行列式的最基本的性质是以下 4个： 

性质 1 行列式中行列互换，其值不变． 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

=
11 21 31

12 22 32

13 23 33

a a a
a a a
a a a

． 

性质 2 行列式中两行（列）对换，其值变号． 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

=–
21 22 23

11 12 13

31 32 33

a a a
a a a
a a a

． 

性质 3 行列式中如果某行（列）元素有公因子，可以将公因子提到行列式外． 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
ka ka ka
a a a

=
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
k a a a

a a a
． 

性质 4 行列式中如果有一行（列）每个元素都由两个数之和组成，行列式可以拆成两个行
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列式的和． 

11 12 13

21 21 22 22 23 23

31 32 33

a a a
a b a b a b

a a a
+ + + =

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
a a a
a a a

+
11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a
b b b
a a a

． 

由以上四条基本性质，还能推出下面几条性质： 

性质 5 行列式中如果有两行（列）元素对应相等，则行列式的值为０． 

性质 6 行列式中如果有两行（列）元素对应成比例，则行列式的值为０． 

性质 7 行列式中如果有一行（列）元素全为０，则行列式的值为０． 

性质 8 行列式中某行（列）元素的 k倍加到另一行（列），其值不变． 

例 4 计算

1
2

n
N

． 

例 5 设 1 2 3, ,α α α 均为 3维列向量，记矩阵 

1 2 3( , , )A α α α= ， 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , 2 4 , 3 9 )B α α α α α α α α α= + + + + + +  

如果 1A = ，那么 B =      . 

行列式中常用的公式还有： 

1．范德蒙德 (Vandermonde）行列式 

1 2

1
1 1 1

1 2

1 1 1

( )n
i j

j i n
n n n

n

a a a
a a

a a a
≤ < ≤

− − −

= −∏

L

L

L L L L

L

． 

2．
0

0
A

A B
B
= ，其中 ,A B都是方阵． 

3．
0

( 1)
0

mnA
A B

B
= − ，其中 A是 n阶方阵，B是m阶方阵． 

上面两个公式还可以推广为： 

4．
0A

A B
C B

= ，其中 A是 n阶方阵，B是m阶方阵，C是m n× 的矩阵． 

或
0
A C

A B
B
= ，其中 A是 n阶方阵，B是m阶方阵，C是 n m× 的矩阵． 

5． ( 1)
0

mnC A
A B

B
= − ，其中 A是 n阶方阵，B是m阶方阵，C是 n m× 的矩阵． 

或
0

( 1)mnA
A B

B C
= − ，其中 A是 n阶方阵，B是m阶方阵，C是m n× 的矩阵． 
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例 6 计算

1 1 1 1
1 1 2 3
1 1 4 9
1 1 8 27

−

−

． 

例 7 计算 

0 1 0

1 0 0
0 0

n
n

−

L

L L L L

L

L

． 

例 8 计算 

1 1

2 2

3 3

4 4

0 0
0 0
0 0

0 0

a b
a b
b a

b a

． 

1.3 行列式的计算 

例 9 计算 

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1

x
x

x
x

− −
− + −
− −

+ − −

． 

例 10 计算n阶行列式 

1

2

1

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0 0

0 0 0 1
0 0 0 1

n

n

a
a

a
a

−

L

L

L

L L L L L L

L

L

． 

例 11 计算 

1 1 1 2 1 3 1 4

1 2 2 2 2 3 2 4

1 3 2 3 3 3 3 4

1 4 2 4 3 4 4 4

a b a b a b a b
a b a b a b a b
a b a b a b a b
a b a b a b a b

． 

例 12 计算n阶行列式 

a b b
b a b

b b a

L

L

L L L L

L

． 

例 13 计算：

0

1

2

1 2
1 0 0
2 0 0

0 0 n

a n
a

a

n a

L

L

L

L L L L L

L

． 
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例 14 计算 

1

2

1 1 1
1 1 1

1 1 1 n

a
a

a

+
+

+

L

L

L L L L

L

． 

例 15 证明： 

2 1 0 0 0
1 2 1 0 0

0 1 2 0 0
1

0 0 0 2 1
0 0 0 1 2

nD n

−
− −

−
= = +

−
−

L

L

L

L L L L L L

L

L

 

例 16 计算n阶行列式  

0 0 0
1 0 0
0 1 0 0

0 0 0
0 0 0 1

a b ab
a b ab

a b

a b ab
a b

+
+

+

+
+

L

L

L

L L L L L L

L

L

． 

1.4  按行展开定理 
  行列式按行展开定理包含两部分： 

（１） n阶行列式 
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等于它的任意一行的各元素与其对应代数余子式的乘积的和，即 

 1 1 2 2i i i i in inD a A a A a A= + + +L   1, 2, ,i n= L  

 （２） n阶行列式D的某一行的各元素与另一行对应元素的代数余子式的乘积的和等于

零．即     1 1 2 2 0i j i j in jna A a A a A+ + + =L ， i j≠  

例 17 已知

2 1 4
1 1 1
1 1 0

−
−

，求第３列各元素代数余子式之和 13 23 33A A A+ + ． 

例 18 求行列式

3 0 4 0
2 2 2 2
0 7 0 0
5 3 2 2

−
−

第４行各元素的余子式的和． 
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例 19 求

2 1 3
2 3 1 2
1 2 1
1 2 3

x x
x

x
x

−
−
−

中
3x 的系数． 

例 20 记行列式 

2 1 2 3
2 2 2 1 2 2 2 3
3 3 3 2 4 5 3 5

4 4 3 5 7 4 3

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

− − − −
− − − −
− − − −

− − −

为 ( )f x ，求方程 ( ) 0f x = 有几个复根． 

例 21 设

1 2 4
1 2 2 4

( )
2 2 1 2
1 3 6

x
x

f x
x

x x x

−
=

−
+ +

，证明 ( ) 0f x′ = 有小于１的正根． 

 


