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基础部分 

第四课  概率统计 

第 5章  多元正态补充与极限定理 

§5.1  多元正态重要性质补充与应用 

§5.2  极限定理的概念和内容 

§5.3  大数定理应用   

§5.4  中心极限定理应用 

本讲提要(略，请见大纲) 

§5.1 多元正态分布的重要性质补充与应用 

 本节补充多元正态分布的数字特征的三个特别性质. 在求联合分布及其参数、随机向量

的函数变换、以及独立性等问题中, 应用这些性质, 常常使复杂的问题大大简化, 并保证正

确性, 应该熟练掌握. 

[ 内容精讲 ] 

5.1.1 多元正态分布与重要性质补充  

 性质 1 rvr  (X1, X2, ⋯, Xn)服从n维正态分布的充要条件是X1, X2, ⋯, Xn的任意的线性组

合  l1X1+ l2X2+⋯+ lnXn  服从一维正态分布，此处 l 不全为 0. j

    性质 2（正态变量的线性变换不变性） 若(X1, X2, ⋯, Xn)服从n维正态分布, 设Y1, Y2, ⋯, 

Yk是Xj (j =1,2,⋯,n)的线性函数, 相应系数矩阵的秩为k，则 (Y1, Y2, ⋯, Yk)也服从k维正

态分布. 特别地, 二维正态的满秩变换, 仍为二元正态的. 

    性质 3  设(X1, X2, ⋯, Xn)服从n维正态分布, 则“X1, X2, ⋯, Xn相互独立”与“X1, X2, ⋯, 

Xn两两不相关”等价. 

5.1.2  二元正态重要补充性质的应用 

利用上述性质，可以使许多问题大大简化.  

[ 典型例题 ] 

例 5.1.1* 设 (X, Y) ~ N(µ1, µ2, σ12, σ22, ρ)，问U＝X＋Y与V＝X－Y 能否独立？ 
例 5.1.2* 设X1, X2 iid, ~ N(0, σ2), 令 

1 1
1 1 2 2 12 2, ,Y X X Y X X= − = − 2  

问Y1和Y2同分布吗? 独立吗?          

解 Y1和Y2都是正态变量. 且 EY1=EY2=0， 

( )

( )

2 2 2
1

2 2 2 2
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故Y1和Y2 同分布, 
250,
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. 
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由不相关的等价命题, 知Y1与Y2不是不相关的，因此知Y1与Y2不独立.   

例 5.1.3 设二维随机变量(X, Y)服从二维正态分布，则随机变量 X Yξ = + 与

X Yη = − 不相关的充要条件为 

A) EX = EY;    B) EX2 - (EX)2 = EY 2 - (EY)2;   

C) EX2 = EY 2;  D) EX2 + (EX)2 = EY 2+ (EY)2;                           【B】 

例 5.1.4* 设二维 rv (X,Y)的 pdf 为 

f(X,Y)(x,y)= [ ϕ1(x,y)+ϕ2(x,y) ] /2 , 
其中ϕ1(x,y)和ϕ2(x,y)都是二维正态pdf , 且它们对应的二维rv 的相关系数分别为 1/3 和 
　1/3. 它们的边缘pdf 所对应的rv 的数学期望都是 0, 方差都是 1. 

1) 求rv X和Y的pdf  f1(x) 和f2(x), 及X和Y的相关系数 ρ (可以直接利用二维正态密
度的性质) 

2) 问 X 和 Y 是否独立?为什么? 

解 1) 以ϕ i(x,y)为pdf 的边际分布(分别记为ϕ i1(x)和ϕ i2(y))都是N(0,1),i =1,2, 因
此 

ϕ 11(x)=ϕ 21(x), ϕ 12(y)=ϕ 22(y) 

2 / 2
1 1 2

1 1 1( ) ( , ) ( , )
2 2 2

xf x x y dy x y dy eϕ ϕ
π

∞ ∞ −

−∞ −∞
= + =∫ ∫ , 
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2
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2
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由是 X ~ N(0, 1), Y ~ N(0, 1), 故 [ ( ) ] / ( )E XY EXEY DXDY E XYρ = − = . 
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可见 1 2( ) ( ) ( , )f x f y f x y≠ ,  因此 X 和 Y 不独立.  

 注意本题误区: 误以为(X,Y)是二元正态. 本题给出分量是正态而联合起来不是二元正

态的例子, 也给出不相关但是不独立的例子! 本题说明: 正确掌握概念何等重要！ 

 

§ 5.2  极限定理的概念和内容 

本节研究rv序列部分和的极限问题. 极限定理是概率论基础研究的深入. 从频率稳定
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性引入大数定理, 从 Galton钉板的落点分布引入中心极限定理, 正确了解大数定理和中心

极限定理的概念.  

 在分析比较的基础上, 掌握主要极限定理的条件和结论. 

 [ 内容精讲 ]     

5.2.1  极限定理的概念和意义 

 问题的提出  

定义 5.2.1 设rv列{X n}期望存在, 

   
1

1: (n
n jj

)jX EX
n

ξ
=

= −∑   

 如ξn以概率收敛到 0(记为ξn→0 (P)),即对任给 ε >0,   

lim (| | ) 0n nP ξ ε→∞ ≥ =   或  lim (| | ) 1n nP ξ ε→∞ < =  

则称{X n}服从大数定律, 记为Xn∈LLN .      
定义 5.2.2 设rv列{X n}期望和方差存在,   

1 1
1

1

: ( )*
n n

j jn j j
n jj n

jj

X E X
X

D X
ς =

=

=

−
= = =∑ ∑∑

∑
.     

如果它们依分布收敛到一个标准正态分布的变量, 记为 ,  ~ (0,1)
d

n Z Nς →

即    1( ) ( ) ( ), ,
n nF x P x x n x Rς ς= ≤ →Φ →∞ ∀ ∈ ,       

则称{X n}服从中心极限定理, 记为Xn∈CLT.     � 

 当Xj们iid  时, 记EXj=µ和DXj =σ 2,  nξ 成为 

1
1

( ) 1 *
n

j nj
n jj

X
X

n n

µ
ς

σ
=

=

−
= =
∑ ∑  , 

其中Xj*是Xj的标准化.  

 对 iid 的 Bernoulli 计数变量列, nξ 和 nς 分别变为(注意 ,n nE np D npqµ µ= = ) 

n
n p

n
µξ = −  和 n

n
np

npq
µς −

=  . 

5.2.2  主要极限定理的条件和结论 

 主要极限定理的条件和结论, 汇集于下表: 

极限定理 条件:一般 rv 列  条件:Ber－列  

大数(切贝雪夫) 不相关，σn2 <c ⇒   - 

    (辛钦) iid 时 µ存在⇔   - 

中心(Levy－Lin) iid时 0<σ 2 <∞ ⇔   - 

 

一般 rv 列 Bernoulli 列 

极限定理 结论 极限定理 结论 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com      - 3 -      清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校                           清华东门外创业大厦 1006         电话：62796032 

大数 

(切－) 1

1 ( )

0

n

n j
j

P

X EX
n

ξ
=

= −

⎯⎯→

∑ j  
大数 

(贝努利) 

0

n
n

P

p
n
µξ = −

⎯⎯→

  

大数 

(辛钦) 1

1 ( )

0

n

n j
j

P

X
n

ξ µ
=

= −

⎯⎯→

∑  
  

中心极限 

(Levy－Lin) 1

1

1 *

1 (

(0,1)

n
n j

n
jj

d

X
n

X
n

N

ς

)

j

µ
σ

=

=

=

= −

⎯⎯→

∑

∑  

中心极限 

(DeM －

Laplace) 
(0,1)

n
n

d

np
npq

N

µς −
=

⎯⎯→

 

1 2

2 1

( )

( ) (

nP k k
k np k np

npq npq
)

µ< ≤ ≈
− −

Φ −Φ

(| | )

2 1

nP p
n

n
pq

µ ε

ε

− ≤ ≈

⎛ ⎞
Φ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  

§ 5.3  大数定理及其应用 

5.3.1 大数定理 

5.3.2 大数定理的应用 

 [ 典型例题 ]   

z Чебыщев不等式的应用   

例 5.3.1 (Чебыщев 不等式在二项分布计算中的应用) 已知 n 重贝努利试验中

参数p =0.75, 问至少应该做多少次试验, 才能使试验成功的频率在0.74和 0.76 之间的概

率不低于 0.90 ?       【18750 】 

解 求 n 使 (0.74 0.76) (| 0.75 | 0.01) 0.90n nP P
n n
µ µ

< < = − < ≥ .  

~ ( , )n B n pµ , 故 nE npµ = , nD npqµ =  

2 2

( / )(0.74 0.76) 1 1n nD n pqP
n n
µ µ

ε ε
< < ≥ − = −  

令 21 0.90pq
nε

− ≥ ,    2 18750
(1 0.90)

pqn
ε

≥ =
−

  

 注：在二项分布中, Чебыщев不等式 

   2(| | )n pqP p
n n
µ ε

ε
− ≥ ≤        (5.3.2) 

例 5.3.2 设X1, X2, ⋯,Xn iid, 且 ~P(λ),⎯X为X1, X2, ⋯,Xn的算术平均值. 试用

Чебыщев不等式估计 (| | 2 )P X λ λ− < 的下界.         

                 【
11
4n

− 】 

例5.3.3 设随机变量X和Y的数学期望分别为-2和2, 方差分别为1和4, 而相关系数为

−0.5, 则根据切比雪夫不等式P( |X+Y|≥ 6 ) ≤   ________         

                 【1/12 】 
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z 在数理统计中的应用 

例 5.3.4 设 rv X1, X2, ⋯,Xn iid, 且 X1 的 k 阶矩存在 , 值为 kµ . 试证明  

1

1( ) : n k
k ii

M n X
n =

= ∑ P
kµ⎯⎯→ . 

 证明  
1

1 n
k

k i
i

EM EX
n kµ

=

= ∑ =  ;由X1, X2,⋯, Xn  iid知 1 2, , ,k k k
nX X XK iid. 对

{ k
i }X 利用大数定理可得关于收敛性的结论.  

注 这个结论实际是第 6讲中矩估计的一致性; 

 【(2003-3-1(6)[4]) 设总体 X服从参数为 2的指数分布, 1 2, , , nX X L X 为来自总

体 X的简单随机样本, 则当 时, ∞→n 2

1

1 n

n
i

Y
n =

= iX∑ 依概率收敛于      .  】 

                  【1/2】 

§ 5.4  中心极限定理及其应用 

5.4.1 中心极限定理 

 主要中心极限定理.  

5.4.2 中心极限定理的应用 

 [ 典型例题 ]     

z 用正态分布作为独立和的近似分布 

例5.4.1 某生产线生产的产品成箱包装, 每箱的重量是随机的. 假设每箱平均重50千

克, 标准差为5千克. 若用最大载重量为5吨的汽车承运, 试利用中心极限定理说明每辆车

最多可以装多少, 才能保障不超载的概率大于 0.977. ( (2) 0.977Φ = , 其中 ( )xΦ 是标准

正态分布函数.)     

【
1000 10( 5000) ( ) 0.977 (2)nP X

n
−

≤ ≈ Φ > = Φ , n =98.0199,  最多 98】 

例 5.4.2 设X1, X2, ⋯,Xn为iid, 算术均值 X = 1
1

n
in i

X
=∑ . 请完成下表: 

 

 Xi 的分布 
和

1

n
ii

X
=∑ 的分布为 

n 足够大时算术均值⎯X 的近
似分布 

设为 0-1 分布   

设 P(λ)   

【⋯; N( p, p(1-p)/n),  N( λ, λ/n) 】 
【＋(02-4-2(5)) 设rv X1, X2, ⋯,Xn相互独立,  Sn = X1+X2+ ⋯+Xn, 根据列维-林德伯

格(Levy-Lindeberg)中心极限定理, 当n充分大时, Sn近似服从正态分布, 只要X1, X2, ⋯,Xn

(A)有相同的数学期望; (B)有相同的方差; 

(C)服从同一指数分布; (D)服从同一离散型分布.【C】 

z Galton 钉板试验的落点分布 

 例 5.4.3 求 Galton 钉板试验小球落点分布.   

解  建立坐标系.  令 
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⎩
⎨
⎧
−

=
反之

次第

1,
碰钉后小球向右落下1, j

X j
 

于是
1

n
n k kXη

=
=∑ 表示n次碰钉后小球落点离原点的距离. 我们证明当n足够大时 nη 有近

似正态分布.  

 注意诸Xj iid,  Xj ~ ,    
1 1

1/ 2 1/ 2
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

故 ,  . 由中心极限定理,  0jEX = 2 1j iDX EX== =

*

1

1 ~ (0,1)
n

j
j

d
X Z N

n =

→∑ . 

因此当 n足够大时,  
1

~ (0, )
n

n j
j

X nZ N nη
=

= ≈∑ .   �　 

z 在二项分布中的应用 

例 5.4.4  已知 n 重贝努利试验中参数 p =0.75, 问至少应该做多少次试验, 才能使试

验成功的频率在 0.74 和 0.76 之间的概率不低于 0.95 ?       

                 【7203】 

解 求 n 使 (0.74 0.76)nP
n
µ

< < = ( 0.75 0.01)nP
n
µ

− <  

 2 0.01 1 0.95
0.75(0.25)

n⎛ ⎞
≈ Φ − ≥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

即求 n 使 0.01 0.975
0.1875

n⎛ ⎞
Φ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 0.01 1.96
0.75(0.25)

n
× ≈ 。 

至少应取 . 
21.96 0.1875 7203n = × ≈

例 5.4.5 设某车间有同型号车床 200 台, 独立工作, 开工率 0.8, 开工时每台车床耗

电 1kw (千瓦). 问应该至少供多少电, 可以 99.9%的概率, 保证该车间不因供电不足而影

响生产？ 

解 

200(0.8) 0 200(0.8)(0 )
200(0.8)0.2 200(0.8)0.2

160 160 160
32 32 32

0.999

n
rP r

r r

µ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −

≤ ≤ ≈ Φ −Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Φ −Φ − ≈ Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≥

 

令等号成立, 查表知 
160 31
32

r −
= ,故 r = 177.5, 取 r = 178. 

例 5.4.6 经以往检验已确认某公司组装 PC 机的次品率为 0.04, 现对该公司所组装的

PC 机 100 台逐个独立地测试,  
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1) 求不少于 4台次品的概率（写出精确计算的表达式）； 

2) 利用极限定理和 Poisson 定理给出此概率两个近似值.      

             【 0.5705;  0.5, 0.5669】 

z 近似数定点运算的误差分析 

例 5.4.7 设对十进制的xj的小数点后第 6 位作四舍五入, 得到xj的近似数yj, 误差为

 . 试求n个数作舍入处理的累积误差估计.   5( 0.5 10 , 0.5 10 )j j jx yε −= − ∈ − × × 5−

 解 I 计算方法中, 累积误差估计 

1

n

j
j

η ε
=

=∑ 故 
5

1

| | | | 0.5 10
n

j
j

nη ε −

=

≤ ≤ × ×∑ . 

当 n = 10,000 时, | | 0.05η ≤ . 

解 II 认 为 舍 入 误 差 jε  iid jε ~ . 故   5 5( 0.5 10 , 0.5 10 )
U − −− × ×

0jEε = , 

2 5(0.5 10 ) 3jDσ ε −= = × 2
.  

由 Lin-Levy 定理  
1

(| / | ) (| | ) 2 ( ) 1
n

j
j

P n k P k n kη σ ε σ
=

< = < ≈ Φ −∑ . 

取 k = 3, 则此概率近似为 0.997, 故有 99.7％的把握断言 

5

1

| | | | 3 0.5 10 / 3
n

j
j

nη ε −

=

= ≤ × × ×∑ . 

当 n = 10,000 , 3

1

| | | | 3 .50 10 0.00087
n

j
j

η ε −

=

= ≤ × × ≈∑  

 

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com      - 7 -      清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 


