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基础部分 

第四课  概率统计 

第 7章  参数区间估计与假设检验 

本讲内容

 §7.1  参数的区间估计 §7.2  参数的假设检验 

本讲提要(略. 见大纲) 

§7.1 区间估计 

7.1.1  区间估计的概念 

7.1.2 理论依据与方法 

1． 一个正态总体参数的置信区间 

1) 求µ的置信度为 1-α的置信区间.  
找 P(µ∈(⎯X -∆, ⎯X+∆)) = 1-α.  

 / 2 / 2( , ) ( , )X z X z
n nα α

σ σµ µ = − +     (当σ2已知) 

/ 2 / 2( ( 1) , ( 1)X t n X t n
n nα α )σ σ

− − + −   (当σ2未知) 

例 7.1.1 设某糖厂用自动包装机集箱外运糖果，由以往经验知标准差为 1.15kg. 某日

开工后在生产线上抽测 9箱，得数据 99.3, 98.7, 100.5, 101.2, 98.3, 99.7, 99.5, 

102.1, 100.5（kg）。求生产线上包装机装箱糖果的期望重量的区间估计（取α =0.05）. 

【区间估计:  0.025 0.02599.23, 100.73x z x z
n n

σ σµ µ= − = = + = .    

µ的 95%的置信区间为 (99.23, 100.73) 】 
2) 方差σ 2的置信度 1−α 置信区间 

2 2 2 2
/ 2 1 / 2

1 1

( ) / ( ), ( ) / (
n n

i i
i i

)X n X nα αµ χ µ χ −
= =

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  (µ已知) 

( )2 2 2 2
/ 2 1 / 2( 1) / ( ), ( 1) / ( )n S n n S nαχ χ −− − α   (当µ未知) 

[ 典型例题 ] 

例 7.1.2（续） (1) 继续求上例置信度为 0.95 的置信区间.  

(2) 如果方差未知, 总体µ的置信度为 0.95 的置信区间： 
(3) 如果µ＝100（已知）, 求总体方差σ 2置信区间： 
(4) 如果µ未知, 求总体方差σ 2的置信区间： 
【(2) s =1.2122，t0.025(8) = 2.3060  

0.025( ( 1) ) (99.98 1.2122 / 3)sx t n
n

± − = ± × . 

µ的 95%的置信区间为 (99.0482, 100.9118) 
(3) χ20.025 (9)=19.023, χ20.975 (9)=2.700 
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2 2 2 2
/ 2 1 / 2

1 1

( ) / ( ), ( ) / (
n n

i i
i i

)X n X nα αµ χ µ χ −
= =

⎛ ⎞− −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑  

 (0.6182, 4.3556)；  

(4) ((n　1)S2 / χ2α/2(n　1),  (n　1)S
2
 / χ21　α/2(n　1) ). 

算得 s 2=1.2122 2 , 查表 χ20.025(8)=2.180,  χ20.975(8)=17.535.  
故 所求置信区间为（0.6709, 5.3924). 

例 7.1.3* (00-3-11[8]) 假设 0.50, 1.25, 0.80, 2.00 是来自总体 X的简单样本值. 

已知 Y = ln X 服从正态分布 N (µ, 1).  
(1) 求 X 的数学期望 EX (记 EX 为 b);   

(2) 求µ的置信度为 0.95 的置信区间;  
(3) 利用上面结果求 b的置信度为 0.95 的置信区间. 

【 ；（　0.98, 0.98）； ( )】 
1/ 2eµ+ 0.48 1.48,e e−

例 7.1.4 设X1, X2, ⋯,Xn是正态总体N (µ, 0.9 2)的大小为n的简单样本. 为使µ的 0.95
的双侧置信区间长度不超过 1.0, 则样本容量n至少应该取多少? 请说明道理. 

附表  z 0.05=1.64 和 z 0.025=1.96 

解 µ的 0.95 的双侧对称置信区间估计为  

0 0
0.025 0.025( ,X z X z

n n
)σ σ

− +  , 

其长度为 0
0.0252 z

n
σ

× . 依题意, n 应满足 0.025
0.8 0.8 12 2 1.96 3.136 1z

n n n
× × = × × = × ≤ ,        

故 3.136
2 ≈ 9.8,  因此样本容量n至少应取 10.        

例 7.1.5 (2005-3-13[4]) 设一批零件的长度服从正态分布N (µ, σ2)，其中µ 和σ 2均
未知. 现从中随机抽取 16 个零件，测得样本均值 20x = (cm)，样本标准差s =1(cm)，则µ 的
置信度 0.90 的置信区间是 

(A) (20− 1
0.054 (16)t , 20+ 1

0.054 (16)t ).  

(B) (20− 1
0.14 (16)t , 20+ 1

0.14 (16)t ). 

(C) (20− 1
0.054 (15)t , 20+ 1

0.054 (15)t ).   

(D) (20− 1
0.14 (15)t , 20+ 1

0.14 (15)t ).           【C】 

2. 两个正态总体参数差异性的置信区间 

1) 两个总体均值差µ 1 −µ 2的置信区间 
(a) 设σ12, σ22均为已知 

2 2
1 2

1 2
1 2

~ ,X Y N
n n

σ σµ µ
⎛ ⎞

− − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 或 1 2
2 2

1 2

1 2

( ) ( ): ~X YZ N

n n

µ µ
σ σ

− − −
=

+

(0,1)  

µ1 µ2的置信度为1-α的置信区间为 

2 2
1 2

/ 2
1 2

X Y Z
n nα

σ σ⎛ ⎞
− ± +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(b) 设σ12= σ22= σ2, 但σ2为未知. 
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仿上 1 2

1 2

( ) ( ): ~
1 1

X YZ N

n n

µ µ

σ

− − −
=

+
(0, 1) , 又

2
2 2

2

( 1): ~ ( 1),i i
i i

n SK nχ
σ
−

= − 1, 2i =  

)由两个总体独立，故 K1
2
和K2

2
独立，由Cochran 定理， 

2 2 2
1 2 1 2~ ( 2K K n nχ+ + −  

1 22 2
1 2 1 2

~ ( 2)
( ) /( 2)

ZT t
K K n n

= +
+ + −

n n −

2/

 

注意 
2 2 2

1 2 1 2( ) /( 2) wK K n n S σ+ + − = , 此处 

( ) ( )
1 2

2 2
2 1 1 2 2

1 2

2 21
1 2

( 1) ( 1) ,
2

( 2)

w

n n

i i

n S n SS
n n

n n X X Y Y−

− + −
=

+ −

⎡ ⎤
= + − − + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ .

 

1 2
1 2

1 2

( ) ( ) ~ ( 2).
1 1

w

X Y t n n
S

n n

µ µ− − −
+ −

+
 

从而可得 1 2,µ µ 的置信区间为 

/ 2 1 2
1 2

1 1( 2) wX Y t n n S
n nα

⎛ ⎞
− ± + − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

(c) 设σ12, σ22均为未知, 且不知它们是否相等 (略) 
2) 两个总体方差比σ 12/σ 22的置信区间 

2 2
1 1

1 22 2
2 2

/ ~ ( 1, 1),
/

S F n n
S

σ
σ

− −  

2 2
1 1

1 / 2 1 2 / 2 1 22 2
2 2

/1 ( 1, 1) ( 1,
/

SP F n n F n n
Sα α

σα
σ−

⎛ ⎞
− = − − < < − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
1)  

σ12/ σ22的置信区间为 
2 2

1 1
2 2
2 / 2 1 2 2 1 / 2 1 2

2 2
1 1

/ 2 2 12 2
2 / 2 1 2 2

1 1,
( 1, 1) ( 1, 1)

1 , ( 1,
( 1, 1)

S S
S F n n S F n n

S S F n n
S F n n S

α α

α
α

−

⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

⎛ ⎞
= ⋅ ⋅ − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1)
 

查表时注意  1/ F1 -α/2(n1-1, n2-1)=Fα/2(n2-1, n1-1) 

f = 3.89/4.02 ,  Fα/2(n1　1, n2　1)= F0.025(7, 7) = 4.99, 

(3.89/4.02)/4.99=0.1939,  (3.89/4.02)4.99 = 4.8286, 

故σ12/ σ22的置信度为0.95置信区间= (0.1939,  4.8286)  】 
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 [ 典型例题 ]  

例 7.1.6  为比较Ⅰ,Ⅱ两种型号步枪子弹的枪口速度, 随机地取Ⅰ型子弹 10 发, 得到枪

口速度平均值为⎯x1=500(m/s), 标准差s1 = 1.10(m/s), 随机取Ⅱ型子弹 20 发, 得到枪口速度
的平均值为⎯x2=496(m/s), 标准差s2 = 1.20(m/s).  设两总体都可认为近似地服从正态分布. 
且由生产过程可认为它们的方差相等. 求两总体均值差µ 1 −µ 2的置信度为0.95的置信区间.  

【t0.025(28) = 2.0484. ， 
2 2 2(9 1.10 19 1.20 ) / 28ws = × + ×

1 2 0.025
1 1(28)

10 20wx x s t
⎛ ⎞

− ± × +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

即 (3.07, 4.93). 】 

 例 7.1.7  为提高某一化学生产过程的得率, 试图采用一种新的催化剂. 为慎重起见, 在

实验工厂先进行试验. 设采用原来的催化剂进行了n1 = 8 次试验, 得到得率的平均值⎯x1= 91.73, 
样本方差s1

2
=3.89. 又采用新的催化剂进行了n2 = 8 次试验, 得到得率的均值⎯x2=93.75, 样本

方差s2
2
=4.02. 假设两总体都可认为服从正态分布, 且方差相等, 试求两总体均值差µ 1 −µ 2的

置信度为0.95的单侧置信下限. 

解 

1 2 0.05
1 1(14)
8 8

2.02 1.7613 3.96 0.5 5.5074

wx x t s− − +

= − − × × =
 

例 7.1.8  研究由机器A和机器B生产的钢管的内径. 随机抽取机器A生产的管子 16 只, 

测得样本方差s1
2
=0.34 (mm2); 抽取机器B生产的管子13只, 测得样本方差s2

2
=0.29(mm2). 设

两样本相互独立, 且设由机器A、机器B生产的管子内径分别~ N (µ1, σ 12), N (µ2, σ 22), 这
里µi, σ i2 (i =1,2)均未知. 试求方差比σ 12/σ 22的置信度为0.90的置信区间.   

【
0.34 1 0.34, 2.3
0.29 2.59 0.29

⎛ ⎞
× ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
8 ,  即 (0.45, 2.79).】 

 §7.2 参数的假设检验 

7.2.1 一个正态总体的参数检验  

 1. 引例与参数假设检验问题 

 引例 1—问题的引入.   

参数的假设检验与参数(点)估计比较. 

引例 2 设某糖厂用自动包装机集箱外运糖果，由以往经验知标准差为 1.15kg. 某日开

工后在生产线上抽测 9箱，得数据如下（单位：kg） 

99.3, 98.7, 100.5, 101.2, 98.3, 99.7, 99.5, 102.1, 100.5. 

如果规定包装机每箱装糖重量为 100kg，问由抽测数据能否有 95%的把握判断生产线上包装

机工作是否正常？（取α = 0.05）.    

分析Ho：µ＝100（一般化，记为 µ0）. ( )oP X cµ α− > = ；  

解：Ho :μ＝100. 

因σ2已知，选取U统计量，其拒绝域为(-∞,-zα/2)和(zα/2, ∞).  
查表得z0.025 =1.96 . 由设已知n = 9, σ=1.15, 及所给样本值， 

⎯x=(99.3 +98.7 +100.5 +101.2 +98.3 +99.7 +99.5 +102.1 +100.5) /9 = 899.8 / 9 
= 99.98 , 
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故   0
0.025| | 0.0522 1.96

/
xu z

n
µ

σ
−

= = < =   

不在（统计量的）拒绝域内，故接受Ho.  

1. 一个正态总体参数的双侧检验 

1) Ho：µ ＝µ0    

(a) 设σ2已知：用u检验.   U: = 0 ~ (0,1)
/

X N
n

µ
σ

−
，则 

统计量拒绝域:   (-∞, -zα/2) 和 (zα/2, ∞)， 

H0拒绝域: / 2, o z
nα

σµ⎛ ⎞−∞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

和 / 2 ,o z
nα

σµ⎛ ⎞+ ∞⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(b) 设σ 2未知：用t检验.  Ho下T: = 0 ~ ( 1)
/

X t n
S n

µ−
− . 

统计量的拒绝域: (-∞,-tα/2(n-1)) 和 (tα/2(n-1), ∞)， 
H0拒绝域: 

  / 2, ( 1)o
St n
nαµ⎛ ⎞−∞ − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
和 / 2 ( 1) ,o

St n
nαµ⎛ ⎞+ − ∞⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

2) H0：σ2= σ02  

(a) 设µ已知: 用 χ2n检验. 

2
2 2

1 0

: ~
n

i
n

i

XK nµ χ
σ=

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ( )， 

则统计量 Kn
2
的拒绝域:  (0, χ21　α/2(n)) 和 (χ

2

α/2(n), ∞) .   
(b) 设µ未知: 用 χ2n检验.  
统计量K2的拒绝域:  (0, χ21　α/2(n　1)) 和 (χ

2

α/2(n　1), ∞).  
3. 一个正态总体参数的单侧检验 

4. 假设检验的一般步骤及与区间估计问题的比较 

7.2.2 两个正态总体的参数检验 

[ 典型例题 ] 

例 7.2.1 正常生产条件下某产品指标X ~N (µ0, σ 02)，其中σ 0 = 0.23. 现在改变了生产
工艺，产品指标变为X ′ ~N (µ, σ 2). 从新工艺产品中任意抽取10件，测得均方差为0.33.   试
在显著性水平α = 0.05 下检验   

1) σ 2无明显变化； 2) σ 2明显增大.  
解 1)  H0: σ 2 ＝σ02（＝ 0.232） 
选取统计量：因 µ 已知，选取K2统计量； 
计算统计量观测值： 

        
2 2

2
2 2
0

( 1) (10 1) 0.33: 18.527
0.23

n sk
σ
− − ×

= = = . 

确定拒绝域：统计量拒绝域为
2

1 / 2(0, ( 1))nαχ − − 和
2

/ 2( ( 1) ,nαχ )− ∞ . 

查表计算：  和 . 
2
0.025 (9) 19.023χ = 2

0.975 (9) 2.700χ =
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统计推断：k2=18.527，不在拒绝域(0, 2.700) 和  

 

 
y 

0.025 

图 双侧与单侧的α值的影响比较  

0.025 

0.025 

   χ2
0..975(9)=2.700      χ2

0.05(9)=16.919     χ2
0.05(9)=19.023  

                            k2=18.527 

 

(19.023, ∞)内，故不拒绝Ho.      
 

注意：如取 α= 0.10 ，则χ2α/2(n　1)=χ
2
0.05(9) =16.919 < 18.527. 从而拒绝H0。 

可见显著性水平的选取十分重要，它可能带来截然不同的统计推断！ 

2)    H0: σ 2 2
0σ≤ （＝ 0.23

2
） 

H1: σ 2> 2
0σ . 

选右拒绝域 (χ2α(n -1), +∞). 查表 χ
2
0.05(　)= 16.919， 

计算统计量的观测值  

2 2
2

2 2
0

( 1) (10 1) 0.33: 18.527
0.23

n sk
σ
− − ×

= = =  . 

统计推断：因为k2 = 18.527 > 16.919 = χ20.05(　). 故拒绝H0即认为σ 2明显增大.    
例 7.2.2  在固定的一只平炉上进行一项试验，以确定改进操作方法是否能提高钢的得

率（＝100 可用钢材/投入炉中的金属总量×％）. 除操作方法外，每炼一炉钢的其他条件

不变. 标准操作方法与改进方法，交替进行，各炼了 10 炉钢，得率记录如下： 

炉次 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

标 准 78 72 76 74 77 78 76 75 76 77
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(1) .1 .4 .2 .3 .4 .4 .0 .5 .7 .3 

改 进

(2) 

79

.1 

81

.0 

77

.3

79

.1

80

.0

79

.1

79

.1

77

.3 

80

.2 

82

.1 

设两个样本独立，都是正态分布，且方差相等. 问改进的方法是否提高得率？取显著性水平

α = 0.05. 
【 H0：µ1 = µ0；H1：µ1 < µ0.  但方差未知，先作检验 H*0：σ12= σ22

作F检验f= s1
2
/s2

2
=3.325 / 2.225 ≈1.4944. 查表：F0.025(9, 9)= 4.03,  F0.975(9, 9) = 

1/F0.025(9, 9)= 1/4.03 ≈ 0.2481.  知不在拒绝域内, 因此可认为两总体的方差相等.  
在σ12= σ22条件下作检验：H0：µ1 = µ0；H1：µ1 < µ0.  
选取左拒绝域(　∞, 　tα(n1+ n2　2)).  

计算统计量的观测值:    
2 2

2 1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) 3.325 2.225 2.775
2 2w

n s n ss
n n

− + − +
= =

+ −
= . 

  

1 2

76.23 79.43 4.295
1 1 1 12.775

10 10w

x yt
s

n n

− −
= = = −

+ +
.    

查表: tα(n1+ n2-2) = tα(18) =1.7341.  

统计推断：因 t = t0.05(18), 故拒绝H0而接受H1，认为新方法比标准方法好，能提高钢

的得率. 】 

例 7.2.3  需要比较两种汽车用的燃料辛烷值, 得数据: 

燃料

A 

燃料

B 

燃料的辛烷值越高, 燃料质量越好, 因燃料B较燃料A价格便宜, 因此, 如果两者辛烷值相

同时, 则使用燃料 B. 但若含量的均值差 5A Bµ µ− ≥  则使用燃料 A. 设两总体的分布均

可认为是正态的, 而两个样本相互独立.问应采用哪种燃料(取α =0.01)? 

【接受 ：0H 5A Bµ µ− ≥  】 

例 7.2.4  测得两批电子器件的样品的电阻（欧）为 

A

:

x

0.1

40 

0.1

38

0.1

43

0.1

42

0.1

44

0.1

37 

B

:

y

0.1

35 

0.1

40

0.1

42

0.1

36

0.1

38

0.1

40 

设这两批器材电阻值总体分别~N (µ1, σ 12), N (µ2, σ 22)，且两样本独立.    

1）检验假设（α = 0.05） 2 2 2
0 1 2 1 1 2: , :H H 2σ σ σ σ= ≠  . 

2) 在 1)的基础上检验（α = 0.05） 0 1 2 1 1: , :H H 2µ µ µ µ′ ′= ≠ . 

附表   0.05 0.0251.64, 1.96z z= =
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2 ( )nαχ  
 n = 8 n = 9 2 ( )nαχ  

n =8 n = 9 (t nα ) 
n = 8 n = 9 

α=0.95 2.733 3.325 α=0.05 15.507 16.919 α=0.05 1.8595 1.8331 
α=0.975 2.180 2.70 α=0.025 17.535 19.023 α=0.025 2.3060 2.2622 

【 1）f=1.108, 接受假设 2 2
0 1 2:H σ σ= ， 2）|t|=1.3929,接受 ′：0H 1 2µ µ=  】 

7.2.3 两类错误  

例 7.2.5  设总体X服从均匀分布 [0, ]U θ ，X1, X2, ⋯,Xn是X的一组样本，要检验假设

0 1: , :H c H cθ θ= > ，其中 为常数。设统计量0c >
1
max ii n

M X
≤ ≤

= ，原假设的拒绝域为

{ }M mα> ，如果 (0 1)α α< < 是犯第一类错误的概率，试证：拒绝域的临界值为

1

(1 )nm cα α= − 。 

【证：犯第一类错误的概率 ( )P M mαα = > ，而
1
max ii n

M X
≤ ≤

= 的分布函数为 

( )

1

( ) ( ( ; )) ( ) [0, ]

0 0

n n
n

x
xF x F x x

x

θ

θ θ
θ

>⎧
⎪⎪= = ∈⎨
⎪

<⎪⎩

 

由m α 的定义可知0 mα θ≤ ≤ ，因此 

( )P M mαα = > ＝1 ( ) 1 ( )nmP M m α
α θ

− ≤ = − ， 

故H0成立时， 1 ( )nmαα
θ

= − ，即

1

(1 )nm cα α= − 。】 

第一类错误的概率  ( / 2 0|P U z Hα ) α>  true = , 它就是拒绝H0的概率，也就是我们

作为小概率事件的界限的显著性水平α，α＝P (拒绝Ho | Ho为真)。  

 设总体的真实分布是X ~ N(µ1, σ2), µ1 ≠ µ0 , 因此成立 2
1~ ( , / )X N nµ σ 。  

故第二类错误的概率 β， 

( )

0

0

/ 2 1 0

/ 2 / 2 1

2
1

2

| |

( )1 exp
2 /2 /

o o

c

c

P U Z

P Z X Z
n n

x dx
nn

α

α α

µ

µ

β µ µ µ

σ σµ µ µ µ

µ
σπσ

+

−

= < = ≠

⎛ ⎞
= − < < + = ≠⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧ ⎫−
= −⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫

µ  
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( )/ 2 1 0

1 1
/ 2

11
/ 2 / 2

1 1
/ 2 / 2

| |

| |
/

/ /

/ /

o

o

o o

P U z

XP z
n

XP z z
n n

z z
n n

α

α

α α

α α

β µ µ µ

µ µ µ
σ

µ µµ
σ σ

µ µ µ
σ σ

= < = ≠

⎛ ⎞− + −
= <⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞−−

= − < + <⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛= Φ − − Φ − −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

µ ⎞
⎟
⎠

 

例 7.2.6 设某种元件的电气性能指标为正态分布N(µ,3.62), 从总体抽取容量为 36 的
样本对未知参数µ作下列检验  H0: µ =68, H0: µ≠68, µ =70. 如果接受域为(67, 69)试求
假设检验两类错误的概率. 

解 方差已知, 故取 u-检验, 0 ~ (0, 1)
/

XU N
n

µ
σ

−
= .  

由题设知拒绝域(-∞,67) 和 (69, ∞). 故出现第一类错误的概率  

( ) ( )

0522.0
9/15.1

10098.99
095.0)9525.01(2)]67.1(1[2

)67.1(1)67.1(67.167.1
)|69()|67(

)||(|

00

02/

=
−

=

=−≈Φ−≈
Φ−+−Φ=>+−<=

>+<=

>=

UPUP
HXPHXP

HzUP
真真

真
α

α
 

出现第二类错误的概率 

0475.0)67.1(

67.1
36/6.3

685

36/6.3
7069

36/6.3
68

36/6.3
7067

)70|6967()|(
10

≈−Φ=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−<

−
<−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
<

−
<

−
=

=<<==

XP

XP

XPHHP µβ 真接受  
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