
2005 水木艾迪培训学校                         清华东门外创业大厦 1006      电话：62796032 

强化部分 

第五课 微积分 

第 4章 定积分概念与性质 

4.1 定积分计算  区间变换技巧 

4.2 积分的保序性 估值定理与比较性质 中值定理等性质的简单运用 

4.3 变限积分与含参积分 

4.4 由定积分性质决定的函数性态  积分等式与不等式处理技巧 

 

4.1 定积分计算  区间变换技巧 

例 1   =−+∫−
1

1

21)sin1( dxxx （ B ）。 

（A）π 。（B）
2
π
。（C） π2 。（D）

4
π
。由几何意义直接可得。  

例 2  设

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ <≤

=
其余0

3
sin

)(
ππ xx

xf ，   则 （B）。 =∫
π

0
2cos)( xdxxf

（A）
4
3
。（B）

4
3

− 。（C）1。 （D）－1。  

例 3  设 ，则         
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<

≥+
=

0
01

)(
2

xe
xx

xf
x

=−∫ dxxf
3

1
)2(  。 

[解] =−∫ dxxf
3

1
)2(

e
1

3
7
− 。 

例 4  设 ，且 ，则 ]1,0[Cf ∈ 2)(
1

0
=∫ dxxf

=∫ 2
0

2 2sin)(cos
π

xdxxf （ A ）。 

（A）2。（B）3。（C）4。（D）1。  

例 5  ∫ −
π

0

53 sinsin dxxx  =             。 

[解] 
5
4
 

例 6  设 一个的原函数为)(xf
x

xsin
，则 =′∫ dxxfx

π
π
2

)(           。 

[解] 14
−

π
 

例 7  已知 bfaf
x

xxf =
π

=
π

=′ )(,)(,cos)(
2

3
2

, 则
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=∫ 2
3

2

π

π dxxf )( 23
2

+−
π )( ab  。 

例 8  dx
e

x
x∫− −+

2/

2/

4

1
sinπ

π
（凑微分法+回归） 

[解] 
16
3π
 

例 9  计算 dx
x

xarc
1

sin
3

0 +∫ 。 

[解] 3
3
4

−π  

例 10 设 ,)(1
1

1)(
1

0

2
2 ∫−+

+
= dxxfx

x
xf  则 =∫ dxxf )(

1

0 π−
π

4
 。 

例 11 积分 =∫
4

4
1

ln
x
dxx

         。 

【解】  22ln6 −

例 12 设 =
+

′

+
= ∫∫ dx

f
xfdt

t
txf

xx

0 20 2 1
)(,

sin1
cos)( 则 )sintanarctan(arc x  。 

例 13 
22

1

0 1)2( xx

xdx

−−
∫ ＝    。答案： 

4
π
（ 1=x 为奇点：

2
1

=p ） 

[解析与点评] 本题为常规定积分计算基本题目，考点是原函数与定积分计算。类似例题和方

法请参见水木艾迪 2005 基础班例 6.7,突破百分训练营（冲刺班）第 2讲例 6。与水木艾迪数

模 1-13 题，冲刺班例 13，例 19 等雷同。在水木艾迪考研辅导教学及教材《2005 考研数学应

试导引与进阶》（刘坤林等编写，清华大学出版社 2004 年 7 月出版）中，例 5.32,例 6.27,

以及 5.44 都属于此类题目。 

例 14 设 dt
t
txf

x

∫ −
=

0

sin)(
π

， =∫
π

0
)( dxxf 2  。 

例 15  =
+−

∫ dxxee xx
2

0

3cossin

8
sinπ

       。答案：(D) 
12
11

3
2

8
1

=⋅⋅ 。 

(A) 
4
π
。   (B) 

15
1
。    (C) 

12
π
 。     (D) 

12
1
。 

例 16 设 ， 求 . ∫ =′′+=
π

π
0

52 xdxxfxff sin)]()([,)( )0(f

[解]   3)0( =f

例 17  设 为连续奇函数，且)(xf ∫ +
=

x
dt

t
ttfxF

0 21
cos)()( ，则 =′ )(0F 0 . 

例 18 设 为连续奇函数，且 ,则 )(xf adttf =∫
1

0
)( =

−
∫ dx

x
xf1

0

)( a2− . 
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4.2 积分的保序性 估值定理 中值定理等性质的简单运用 

例 19 求极限 dx
e

nx
x

n

n ∫ +

−

∞→

1

0

1

1
lim . 答案:

e+1
1
。 

例 20 =
+∫+∞→

x

x tx
dt

e
t2

1
lnlim （    ）。 

（A）1. （B） . （C） . （D）不存在。 0 a
[解]  答案为（B）。 

例 21  极限 =∫
+

+∞→
dx

x
xax

xx

sinlim [    ]。 

（A）1. （B） . （C）0 . （D）不存在。 a
选[C]。 

例 22  设 ， 则 （ A  ）。 ∫
+

=
π2x

x

t tdtexF sin)( sin )(xF

(A)必为正的常数.(B）必为负的常数.(C)恒为零.（D）不为常数。 

例 23 设 在 上可导，当)(xf ]1,0[ )1,0[∈x 时满足 )()1(0 xff << ，且

，试证方程 在 内有唯一实根。 )()(' xfxf ≠ ∫=
x

dttfxf
0

)()( )1,0(

[证] 略 

例 24 设 ， 在 上有二阶连续导数，且0>a )(xf ],[ aa +− 00 =)(f ， 

（1）写出 的带 Lagrange 余项的一阶麦克劳林公式公式。 )(xf

（2）证明在 上至少存在一点],[ aa +− η ，使得 

∫−=′′
a

a
dxxffa )()( 33 η 。 

[解]（1） 有],[ aax −∈∀ 22

2
0

2
00 xfxfxfxffxf

!
)()(

!
)()()()( ξξ ′′

+′=
′′

+′+= ， 

其中ξ在 之间。 x,0

 （2）略 

例 25 设 dxxI ∫= 3

4
1 )ln(sin

π

π ， dxxI ∫= 3

4
2 )ln(cos

π

π ，则( B ).  

（A） 。（B） 。（C）21 0 II << 210 II >> 21 II = 。（D） . 021 >> II

例 26 设 在 上连续非负且单调增加，记)(xf ],[ ba
dxxf

dxxxf
X b

a

b

a

)(

)(
 

 

 

 

∫
∫= ，证明

2
bax +

≥ 。 

【思路】本题要证  0)(
2

)(
 

 

 

 
≥

+
−= ∫∫ dxxfbadxxxfI

b

a

b

a
.           

 将 b视为变量，引入变上限的积分 ，证明 ， )(xF 0)( ≥xF
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这便是（方法 1）；将二个积分合并为一个积分号，再插入分点
2

ba +
， 

把积分拆分为两个区间上的积分，利用 单调性对积分估计正负号， )(xf

形成（方法 2）；利用积分中值定理对积分进行估计，便形成（方法 3）。 

【证】略 

例 27  设 )( ,0 xf>δ 在区间 ),( δδ− 内恒有
2)(,0)( xxfxf ≤>′′ 且 ,  

记 ，则必有dxxfI ∫−=
δ

δ
)(  B  。

(A) ； (B) ； (C)0=I 0>I 0<I ；(D) 不确定；  

定积分的区间变换 ，换元法的重要应用之一是区间变

换：以改变积分区间为特定目的的变换。 

∫=
b

af dxxfbaI )(),(

 

dttxtxfdxxf
b

a
)())(()(

1

0
′⇒ ∫∫ ：令 

ab
axt

−
−

= ， 

dttxtxfdxxf
d

c

b

a
)())(()( ′⇒ ∫∫ ：令 ccd

ab
axt +−

−
−

= )( ， 

还有反号变换： xt −= ，倒数变换：
x

t 1
= 。 

广泛用于积分的合并与拆分。 

 

 

 

 

 

 

 

例 28 设 上连续，且满足  , f 在 ]1,0[ 0)(
1

0
=∫ dxxf

证明存在 ),( 10∈ξ ,使得 0)()1( =−− ξξ ff . 

[提示] 令 ，则有 ，进一步得到 dtdxxt −=−= ,1 0)1(
0

1
=−∫ dttf

0])1()([
1

0
=−−∫ dttftf ，于是存在 ),( 10∈ξ ,使得 

dttftf ])1()([
1

0
−−∫ 0)()1( =−−= ξξ ff .  

补充：广义奇偶性（偶对称与奇对称） 

若 的图形有对称轴)(xfy = ax = ，则应有 )()( xafxaf +=− （将

视为参数） x

令 ，则有 )()( xafxg −= )()()()( xgxafxafxg =−=+=− ， 

因此 为偶函数。且此时有)(xg )()( xafxf −= 2 。 

若 的图形有对称中心 ，则应有)(xfy = ),( 0a )()( xafxaf +−=− （将

视为参数）， x
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令 ，则有)()( xafxg −= )()()()( xgxafxafxg −=−−=+=− ， 

因此 为奇函数。且此时有)(xg )()( xafxf −−= 2 。 

以上这种性质称为函数 的广义奇偶性。 )(xf

例 29  已知 上的连续曲线 关于直线],0[ a )(xfy =
2
ax = 对称, 证明 

∫∫ = 2
00

)(2)(
aa

dxxfdxxf .  

[证] 略 

例 29-1 已知连续曲线 关于点)(xfy = )0()0,( ≠aa 对称, 

则 =（D）。 ∫− −∈∀
c

c
dxxafRc )(,

（A） . (B) .  dxxaf
c

∫ −
0

)2(2 dxxaf
c∫− −

0
)2(2

(C) .    (D)0 . dxxcf
a

∫ −
0

)(2

[解]由几何意义可得知选(D).  

例 30 设 ，且 单调减少，证明：

. 

)1,0(],1,0[ ∈∈ aCf f

∫∫ >
1

00
)()( dxxfadxxf

a

[证] （方法 1） 

∫∫ −
a

dxxfdxxfa
0

1

0
)()( ∫∫∫ −+=

a

a

a
dxxfdxxfadxxfa

0

1

0
)()()(  

。。。。。。 

（方法 2） 

]1,[ax∈∀ ，令  0)(,)()()(
00

=−= ∫∫ aFdttfxdttfaxF
ax

。。。。。。 

（方法 3）对 取区间变换∫
a

dxxf
0

)(
a
xt = ，则 dx

a
dt 1

= ， 

。。。。。。 

4.3 变限积分与含参积分 

变限积分表示的函数不一定是原函数，即 

(1) 若 在 上可积, 则变上限积分 定义的函

数在 上连续（注意： 不一定是 在 上的原函数）。 

)(xf ],[ ba ∫=
x

a
dttfxF )()(

],[ ba )(xF )(xf ],[ ba

(2) 若 在 上连续, 则变上限积分 定义的函

数在 上可导, 且 

)(xf ],[ ba ∫=
x

a
dttfxF )()(

],[ ba )()( xfdttf
dx
d x

a
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ∫ 。（此时 一定是 在)(xF )(xf
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],[ ba 上的一个原函数）。 

例 31 若极限 0)11(
)1ln(

1lim
2

0

4

0
≠=−+

− ∫→
βα dtt

x
x

x
，则（   ）。 

(A) ,8=α  
10
1

=β 。           (B) ,10=α  
20
1

=β 。 

(C)  ,10=α  
10
1

−=β 。       （D） ,10=α  
10
1

=β 。 

[解]   因此 ,10=α  极限为
10
1

=β 。 

例 31-1 设 ∫=
x

dt
t

txf
5

0

sin)( ， ∫ +=
x

t dttx
sin

0

1

)1()(ϕ ， 

当 时， 是0→x )(xf )(xϕ 的（ C ）。 

（A）高阶无穷小。          （B）低阶无穷小。 

（C）同阶但不等价的无穷小。（D）等价无穷小。 

[注] 05

)1(

sin5lim
)(
)(lim 100

≠=
+

=
→→ e

xx

x
x
xf

x
tx φ

。 

例 32 把 时的无穷小量+→ 0x

∫ ∫ ∫===
x x x

dttdttdtt
0 0 0

32
2

sin,tan,cos γβα 排列起来，使排在后面的

是前一个的高阶无穷小，则正确的排列次序是 [    ]。 

 ( ) .,, γβαΑ     ( ) .,, βγαΒ       ( ) .,, γαβC        ( ) ,,, αγβD  

[注] 与变限积分有关的极限问题，一般属于无穷小量比阶问题，无穷小量

替换、对变限积分的求导数、洛必达法则，或利用中值定理导数定义，都是

常用方法。 

【解】选项(B)正确。 

例 32-1 设 有连续导数，且)(xf 0)0(,0)0( ≠′= ff ，则当 时， 0→x

dttftxxF
x

)()()( 22

0
−= ∫ 是[  D  ]阶无穷小量. 

  (A)1      (B)        (C)3       (D)  2 4

例 32-2 设 连续，则 [ C ]。 )(xf =∫ ∫ dtdxxf
x t

0 0
])([

(A) ；(B) ；(C)  (D) 。 dtxttf
x

∫ −
0

))(( dxtxxf
t

∫ −
0

))(( dttxtf
x

∫ −
0

))(( dxxtxf
t

∫ −
0

))((

注：上题中, 因为 连续, 均可导, 可以用求导数的方法证明. 若

不连续, 则不能用求导数的方法证明。 

)(xf )(),( xGxF )(xf
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例 33  求极限    
)cos1(

])1arctan([
0 0

2

0
lim

xx

dudtt
x u

x −

+∫ ∫
→

。 

[解] 
6
π
。 

含有参数的积分 

积分号内含有参数的问题是一类重要题型，这类问题往往需要对参数求导数。 

典型方法有两个： 

（1）当参数以因子形式出现在积分号内时，则将含参数的因子移到积分号外面， 

（2）如无法将含参数的部分移到积分号外面，则引入变量替换。 

例 34 =−∫
x

dttx
dx
d

0

22 )cos( 2222 xx cos)cos( −  。 

例 35 设 满足)(xf 1
2

2

0

−+−=− −∫ x
x

exdtxtf )( ,求 的极值及渐近线。 )(xf

[解] 为驻点， 为极大值，0=x 10 −=)(f xy = 为单边渐近线( −∞→x )。 

例 36 设 在)(xf ),[ ∞+0 上可导， 00 =)(f ，其反函数为 ，  )(xg

若 ，求 . )ln()(
)(

xxdtxtg
xfx

x
+=−∫

+
12 )(xf

[解] )ln()ln()( xxxxf ++−+= 112 。 

4.4 由定积分决定的函数性态研究  积分等式与不等式处理技巧 

例 37 设 在区间 上连续， 为偶函数，且 满足

为常数），证明  。 

)(),( xgxf )0(],[ >− aaa )(xg )(xf

)(xf AAxf ()( =−+ ∫∫− =
aa

a
dxxgAdxxgxf

0
)()()(

[证]略 

例 38 设 ，且对满足 的一切 有 ，则 在

上必（ B  ）。 

],[ baCf ∈ 0)( =∫
b

a
dxxg )(xg 0=⋅∫

b

a
gdxf )(xf

],[ ba

（A）恒为零 ;  （B）恒为常数; 

（C）恒为线性函数;  （D）恒为平均值为零的周期函数.  

例 39 设 ，对自然数n  ∫ −=
x n tdtttxF

0

22 sin)()(

试证明不等式
))((

)(max
3222

1
0 ++

≤
≥ nn

xF
x

 

[证] 略 

例 40 设 为实数，  为正数，且满足  0a naaa ,,, L21

0
132

21
0 =

+
++++

n
aaaa nL ， 

 试证明：多项式函数 在 内恰有一个实根. ∑
=

=
n

k

k
kn xaxP

0
)( )1,0(

[证] 本题考查连续函数及原函数概念与性质。已知等式恰为 的一个原函数)(xPn
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∫
x

n dttP
0

)( 在 处的取值。于是引入辅助函数 1=x

∫=Φ
x

n dttPx
0

)()(  
121

0 12
+

+
+++= nn x

n
a

x
a

xa L ，。。。。。。 

例 41  设 在 上连续，)(xf ],[ ba )( ba < ，且 ，∫ ，证明：至少存

在两点 使得

∫ =
b

a
dxxf 0)( =

b

a
dxxxf 0)(

,),,(, 2121 xxbaxx ≠∈ )()( 21 xfxf = 成立。 

[证] 略 

例 42（2005-3-4-19） 设 ， 在［0,1］上的导数连续，且)(zf )(xg 0)0( =f ， ， 。

证明：对任何 ，有 。 

0)( ≥′ xf 0≥′g

]1,0[∈a )1()(d)()(d)()(
1

00
gafxxgxfxxfxg

a
≥′+′ ∫∫

[解析与点评 1] 一个切入点是移项，并将参数易为变量，引入变限积分作为辅助函数，利

用导数研究增减性，再由终点值判断函数的正负号，这在水木艾迪考研辅导班刘老师的教学

中，是处理等式与不等式证明的一类基本方法，被称为增减性加初值（或终值，本题为终值）

的分析法，是重点强调的基本方法，这便是方法一。 

[证 1]令 ，)1()(d)()(d)()()(
1

00
gxfttgtfttftgxF

x
−′+′= ∫∫ ]1,0[∈x ， 

则 在［0,1］上的导数连续，并且 )(xF

  )]1()()[()1()()()()( gxgxfgxfzfxgxF −′=′−′=′  

⋯⋯. 

 [解析与点评 2] 由抽象函数的分部积分（另一个切入点），直接利用函数的增减性，再综

合考虑积分的比较性质（积分保序性的推论），给出结果。这在水木艾迪考研辅导班刘老师

的教学中是处理等式与不等式的又一类基本方法。 

[证 2] xxgxfxfxgxxfxg
aaa

d)()()()(d)()(
000

′−=′ ∫∫  

    ⋯⋯ 

[解析与点评 3]本题与水木艾迪考研辅导 2005 暑期强化班第 4讲例 22、突破百分训练营（冲

刺班）第 2讲例 43 相雷同，类似例题还有与水木艾迪考研辅导系列教材《2005 考研数学应

试导引与进阶》中的例 6.52，6.68 等典型题目。（刘坤林、谭泽光等编写，清华大学出版社

2004 年 7 月出版）。 

例 43  证明； 
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证明：证法一．分部积分法 
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证法二．积分中值定理 
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