
2005 水木艾迪培训学校                         清华东门外创业大厦 1006      电话：62796032 

强化部分 

第五课 微积分 

第 5章  定积分的应用及广义积分 

5．1 定积分应用的两种思想  

 定积分问题的持征 

 解决定积分应用问题的两种思路： 

（1）元素相加法： 利用定积分定义一个量。 

分小取近似: ( ) ii xfI ∆≈∆ ξ ;  求和取极限  

∫∑ =∆=
=

→

b

a

n

i
ii dxxfxfI )()(lim

10
ξ

λ
。 

（2）微元分析法:  通过分析末知函数的增量求出其微分的方法。 

分小取微分近似: ; 积分求增量:  ( )dxxfdII =≈∆

)()()( aFbFdxxfI
b

a

−== ∫ . 

5.2  定积分在几何方面的应用 

（1）平面区域的面积 

直角坐标系中平面区域的面积（代数面积） 

     设 在 区 间 上 可 积 , 则 区 域)(),( xgxf ],[ ba

{ })()(,),( xgyxfbxayxD ≤≤≤≤=  

的面积为  。 [ ]∫ −=
b

a
dxxfxgA )()(

注：若连续函数 在区间 上变号，则 表示正负面积

的代数和，有时称为代数面积。 

)(xf ],[ ba ∫=
b

a
dxxfA )(

（2） 参数方程下区域的面积 

    设区域的边界由曲线 确定, 其中

连续可导, , 则区域的面积为 。 

(
⎩
⎨
⎧

≤≤
=
=

βα t
tyy
txx

L
)(
)(

: )

)(),( tytx 0)( ≥ty ∫ ′=
β

α
dttxtyA )()(

（3） 极坐标系下区域的面积  

设区域 为  D

{ })(0,,sin,cos),( ϕρρβϕαϕρϕρ ≤≤≤≤=== yxyxD ， 
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则其面积为 ( )∫=
β

α
ϕϕρ dA 2

2
1

。 

（4） 旋转体的体积 考虑平面区域 { })(0,),( xfybxayxD ≤≤≤≤=  

绕 轴旋转生成的旋转体的体积（小圆台法） 。 x ∫=
b

ax dxxfV )(2π

绕 y轴旋转生成的旋转体的体积（薄壁筒法） 。 ∫=
b

ay dxxfxV )(2 π

（5） 平面光滑曲线的弧长 

直 角 坐 标 系 中 的 光 滑 曲 线 bxaxfy ≤≤= ),( 的 弧 长 为

[ ]∫ ′+=
b

a
dxxfl 2)(1 。 

参数方程 βα ≤≤== ttyytxx ),(),( 的弧长为  

[ ] [ ]∫ ′++′=
β

α
dttytxl 22 )()( 。 

极坐标系下曲线 ( ) βϕαϕρρ ≤≤= , 的弧长为 

( ) [ ]∫ ′++=
β

α
ϕϕρϕρ dl 22 )( 。 

（6） 旋转体的侧面积 

直角坐标系中曲线 bxaxfy ≤≤= ),( 绕 轴旋转生成的旋转体的侧面

积为  

x

[ ]∫ ′+=
b

a
dxxfxfA 2)(1)(2π 。 

参数方程下曲线 βα ≤≤== ttyytxx ),(),( 绕 轴旋转生成的旋转体

的侧面积为  

x

[ ] [ ]∫ ′++′=
β

α
π dttytxtyA 22 )()()(2 。 

例 1  曲线 ( ) ( )( )21 −−== xxxxfy 与 轴所围部分的面积为( B ). x

（A）    。      （B） 。     ( )∫
2

0

dxxf ( ) ( )∫∫ −
2

1

1

0

dxxfdxxf

(C)   。       （D） 。 ( )∫−
2

0

dxxf ( ) ( )∫∫ +−
2

1

1

0

dxxfdxxf

[提示] 被积函数有三个零点，只需注意被积函数的正负号。 

例 2  抛物线 ，直线xxy 22 += 1=x 与 轴所围成图形的面积

为         

x

。 

[解] =dxxxdxxxA )2(|)2(|
1

0

20

2

2 ∫∫ +++=
− 8

3
。 

例 3 求下列平面区域的面积 
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（1） 圆域 1≤ρ 被心脏线 ϕρ cos1+= 分割成两部分记为 与 ，

分别求出 与 ； 

1A 2A

1A 2A

    21 AA −= π
4

2 π
−= ， ＝2A ∫ ++

π

π

πϕϕ
2

)
4

)cos1(
2
1(2 2 d ＝ 2

4
5

−
π

。  

（2） 由 )cos1( ϕρ += a ， ϕρ cos2a=   所围区域介于)0( >a

πϕπ
≤≤

4
的部分 

∫ −+
π

π ϕϕϕ
4

222 ])cos2()cos1([
2
1 daa ＝ )

8
3

2
2

16
5(2 +−
πa 。 

例 4 区域

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=+
2

22

2
1

8

yx

yx
的面积为                。 

[解] 求得交点坐标为 。所围区域的面积：)2,2(),2,2( − π2
3
4
+  

例 5 设 在 上连续非负，且为单调增加的函数， ，区域)(xfy = ),0[ +∞ 0)0( =f

)}(0,0),({ xfytxyxD ≤≤≤≤= 绕 tx = 轴旋转一周生成的旋转体体积记为 ，证明

二阶可导，并求 。 

)(tv

)(tv )(tv ′′

[解] 用薄壁筒法， =)('' tv )(2 tfπ 。 

例 6 设曲线 与 轴的交点为22 ++−= xxy y P，过P点作该曲线的切线，求切线与该曲线及

轴围成的区域绕 轴旋转一周生成的旋转体体积。 x x

[解] [方法一] 应用小圆台法与几何意义, π
30
29

。 

[方法二] 应用薄壁筒法, π
30
29

。 

例 6-1  在曲线 上点 处引该曲线的法线.由该法线, 轴及该曲线围成区域

为 D( ),求 D 绕 轴旋转一周生成的体积。. 

2)1( −= xy )1,2( x
0>y x

[解] 方法一：对 积分：x
15

13π
 

方法二：对 y积分：
15

13π
。 

例 7  由 与xyx ≤+ 22 xy ≥ 确定的区域记为 A，求 A 绕直线 2=x 旋转一

周所生成的旋转体体积。 
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[解] 
3

2
8

3 2 ππ
−  

例 8  设 为 上)(xS ],0[ x xy cos= 与 X 轴围城的面积，, 

（1） 当 为 正 整 数 时 , 且n ππ )( 1+≤≤ nxn 时 , 证 明  

. )()( 122 +≤≤ nxSn

（2）求
x
xS

x

)(lim
+∞→

。  

[解] （1）略 

（2）
π
2

=
+∞→ x

xS
x

)(lim 。 

例 9 设 在 上二阶可导，且)(xf ],[ ba 0)( <′′ xf ，试证：  )
2

()()( bafabdxxf
b

a

+
−≤∫ . 

[证] 利用泰勒公式： 令 02
xba

=
+

， 

将 在点 处展开为带拉格朗日余项的一阶泰勒公式。。。。。。 )(xf 0x

注：本题有明显的几何意义，请读者自行分析。 

例 10 设 为连续非负函数，对所有大于 1 的常数 b，由)(xf bx ≤≤1 及

围成区域的面积为)(0 xfy ≤≤ 212 −+b ，求 。 )(xf

[解] 
2

( )
1

xf x
x

=
+
。 

例 11 设 在 上 可 导 ,)(xf ],[ ba ,)(,)( 00 >′> xfaf )(tF记 为

  界定的面积， )()(, tfyxftxa ≤≤≤≤

)(tG 为    界定的面积， )()(, xfytfbxt ≤≤≤≤

证 明 对 任 意 常 数 存 在 唯 一 的,0>k ),( bax ∈0 使 得

。 )()( 00 xkGxF =

[证] 略  

例 12  求曲线 32)
2

( xy = 介于 20 ≤≤ x 之间的弧长为           。 

[解] )11010(
27
2

− 。 

。 

例 13  求外摆线 的弧长 
⎩
⎨
⎧

>≤≤
−=
−=

)0,20(
)cos1(
)sin(

at
tay
ttax

π
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[解] dtttaL ∫ +−=
π2

0

221 sin)cos( = dtta∫ −
π2

0
cos22 ＝  a8

例 14 设曲线 由)(xfy = du
u

ux
t

∫=
1

cos
及 du

u
uy

t

∫=
1

sin
确定.则该曲线当

4
π

=t  时的切线

斜率等于1，此曲线介于 与1=t
2
et = 之间的弧长为 2ln-1 . 

例 15 求曲线 ∫− ≤≤−
++

= 2

2
2

)22(
1sin2

cos)(
π

π xdt
txx

txxy 与直线 

0,2,2 ==−= yxx 所围图形绕 轴旋转而成的立体体积． x

[解] ( )2 1 22 2 2

0 0 1

322 2 (2 ) 2
3

V y dx x dx dxπ π π= = + =∫ ∫ ∫ 。 

例 16 设二次抛物线 当)(xyy = 10 ≤≤ x 时 ，若该抛物线与 轴及直线 所围图形

的面积为

0≥y x 1=x

3
1
，试确定 ，使此图形绕 轴旋转一周而成的体积V 最小． cba ,, x

[解] 抛物线 过原点，cbxaxy ++= 2 0c = ． 

当
2
3,

4
5

=−= ba 时V 最小。 

例 17 设直线 axy = 与抛物线 所围成图形的面积为 ，它们与直线 所围成的图形

面积为 ，并且 。 

2xy = 1s 1=x

2s 1<a

（1）确定 的值，使 达到最小，并求出最小值； a 21 ss +

（2）求该最小值所对应的图形绕 轴旋转一周所生成旋转体的体积。 x

[解]（1）
2
2

=a ，此时 21 ss + 3

3
1

2
1

3
1 aa +−=

6
2

3
1
−= 。 

（2） π
30

12 +
=V  

5.3 定积分的物理应用 

（1）处理压力问题的关键是： 同一深度的各方向的压强相等。 

小微元的压力微元为  ， dAghdp ⋅=

其中h为该小微元离液面的高度, 为重力加速度， 为该小微元的面 g dA

积.积分可得压力. 

（2）处理引力问题处理关键是： 利用质点万有引力定律。 

（3）处理作功问题处理关键是： 不同背景下力的表达，导致作功的有效形成。 
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（4）正确确定积分上下限：对区域的有效分割范围即是积分上下限。 

例 18（2004-2-18）曲线
2

xx eey
−+

= 与直线 ( )0,0 >== ttxx 及 0y = 围成一曲边梯形.该

曲边梯形绕 x轴旋转一周得一旋转体，其体积为 ( )tV ，侧面积为 ( )tS ，在 tx = 处的底面积为

（1）求( ).tF ( )
( )tV
tS
的值；（2）计算极限

( )
( )tF
tS

t +∞→
lim 。 

[解]  （1）
( )
( ) 2=
tV
tS

。(2)  
( )
( ) 1lim =

+∞→ tF
tS

t
。 

例 19 设 在 上非负,)(xf ],0[ a ,0)(,0)0( >′′= xff  为),( yz axyxfy === ,0),( 围成

区域之形心。记

∫
∫

= a

a

dxxf

dxxxf
X

0

0

)(

)(
，试证 X

3
2a

> . 

[证] 要证明 aX
3
2

> ，即证明 0)(
3
2

0
>⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫

a
dxxfax ，。。。。。。 

注： 为  围成区域之形心, )Y,X( ,0),( == yxfy ax =

例 20  一块高为 ，底为 的等腰三角形水闸板，垂直地沉没在水中，顶在

下，底与水面相齐，则水闸板一个侧面所承受的静压力为            

a b
。 

[解] ∫ −=
a

xdyyap
0

2 )( ∫ −=
a

ydy
a
bya

0 2
2 )( ＝ ba2

6
1

。 

例 21 某闸门的形状与大小如图所示，以 y轴为对称轴，闸门的上部为矩形

ABCD，下部由顶点位于原点的二次抛物线 与

线段 AB 所围成，险段 AB 两端为 A(-1,0)与 B(1,0)，

当水面与闸门的上端相重合时，欲使闸门矩形部分承

受的水压力与闸门下部承受的水压力之比为 5:4，问

闸门矩形部分的高h应为多少 （米）？  

2kxy =

m

         y
     

  D  1+h        C 
 
 
 A      1        B 
   
-1        0      1     x  

[解] 。 mh 2=

例 22  一半径为R的下半球形储油罐装满油，其圆形 平

面向上与地平面重合设有开口，设油的密度为 µ ，若将罐内的油全部由开口处泵出油罐，则

克服重力所作的功为（   ）。 

(A) 4

4
1 gRµπ 牛顿米。 (B) 4

2
1 gRµπ 牛顿米。 

(C) 4

4
1 gRµπ− 牛顿米。(D) 4

2
1 gRµπ− 牛顿米。 
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[解]答案(A)。[提示] 以球心为原点，向上为 轴，水平方向为 轴，建立直角坐标

系。例 23  将半圆形平板闸门垂直放入水中, 直径与水平面重合,水的密度为 1,则闸

门受的压力为           

y x

. 

[解] 3

0

22

3
22 RdxxRxp

R
=−= ∫  

6．4 两类广义积分 

(1)第一类广义积分 

若 ∫
+∞

a
xf )( dx 收 敛 , 则

一定收敛 , 此时称

绝对收敛. 

∫
+∞

a
dxxf )(

∫
+∞

a
dxxf )(

 当 收敛，而∫
+∞

a
dxxf )( ∫

+∞

a
dxxf )( 方

直接比较法：非负函数0 )()( ≤≤ xgxf

定收敛; 若 发散, ∫
+∞

a
dxxf )( ∫

+∞

a
xg(

极限比较法（比阶法）：设 )(),( xgxf [a

且 λ=
+∞→ )(

)(lim
xg
xf

x
, 则 

当 0≠λ 时, 广义积分 与∫
+∞

a
dxxf )( ∫

+

a

当 0=λ 时, 广义积分 收敛∫
+∞

a
dxxg )(

当 ∞=λ 时, 广义积分 收敛∫
+∞

a
dxxf )(

尺度 1： dx
xa p∫

∞+ 1
 当 时收)0( >a 1>p

若 ,且 ,则 0)(lim ≥=
+∞→

λxfx p

x
1>p ∫a

（2） 第二类广义积分 

若第二类广义积分 ∫
b

a
dxxf )( 收敛,

收敛而

∫

∫
b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxf )( 方发散,则

直接比较法：非负函数 ()(0 gxf ≤≤

一定收敛; 若 发散∫
b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxf )(

极限比较法（比阶法）： 函数 (),( xgxf

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com  
发散时,称广义积分条件收敛. 

),[, +∞∈ ax , 若 收敛, 一

一定发散. 

∫
+∞

a
dxxg )( ∫

+∞

a
dxxf )(

dx)

),+∞ 内的任意有限区间可积, 非负, )(xg

有相同的敛散性; 
∞

dxxg )(

则 收敛; ∫
+∞

a
dxxf )(

则 收敛. ∫
+∞

a
dxxg )(

敛;当 1≤p 时发散。或叙述为： 

收敛。 
+∞

dxxf )(

一定收敛, 此时称 绝对收敛. 
b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxf )(

称广义积分条件收敛. 

),[), baxx ∈ , 若 收敛, 

, 一定发散. 

∫
b

a
dxxg )(

∫
b

a
dxxg )(

在[ 内的任意区间上可积,) ),ba )(xg
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非负, 且 λ=
−→ )(

)(lim
xg
xf

bx
, 则 

 当 0≠λ 时, 广义积分 与 有相同的敛散性; ∫
b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxg )(

 当 0=λ 时, 广义积分 收敛则 收敛; ∫
b

a
dxxg )( ∫

b

a
dxxf )(

当 ∞=λ 时, 广义积分 收敛则 收敛. ∫
b

a
dxxf )( ∫

b

a
dxxg )(

尺度 2： dx
bx

b

a p∫ − )(
1

当 收敛， 时发散. 或叙述为： 1<p 1≥p

若 ,且0)()(lim ≥=−
−→

λxfbx p

bx
1<p ,则 收敛。 ∫

b

a
dxxf )(

例 24 讨论 dx
x

x
p∫

∞+

0

arctan
的收敛性. 

[解] 时积分收敛。 21 << p

例 24-1  当 的取值范围为_______时，广义积分p
( )∫

+∞

−−1 11 pp xx
dx

收敛。 

答案： 。 提示：广义积分为混合型，分解为两个积分讨论： 21 << p

( )∫
+∞

−−1 11 pp xx
dx

( )
+

−
= ∫ −

2

1 11 pp xx
dx

( )∫
+∞

−−2 11 pp xx
dx

 

例 25 下列结论中正确的是（ D ）。 

(A) ∫
∞+

+1 )1(
1 dx

xx
与 ∫ +

1

0 )1(
1 dx

xx
都收敛.(B) ∫

∞+

+1 )1(
1 dx

xx
与 ∫ +

1

0 )1(
1 dx

xx
都收敛. 

(C) ∫
∞+

+1 )1(
1 dx

xx
发散， ∫ +

1

0 )1(
1 dx

xx
收敛.(D) ∫

∞+

+1 )1(
1 dx

xx
收敛 ∫ +

1

0 )1(
1 dx

xx
发散. 

[解析与点评] 考点是：广义积分收敛性的尺度的运用。正如我们在在水木艾迪考研辅导教学

中强调的那样，当 为奇点时， 为混合型广义积分，

前者为第二类广义积分，后者为第一类广义积分。分别利用各自的尺度即可判断他们的收敛

性。所谓尺度是： 

a dxxf
a∫
∞+

)( += ∫ dxxf
b

a
)( dxxf

b∫
∞+

)(

尺度 1： dx
x p∫

∞+

0

1
或 dx

ax p∫
∞+

−0

1
)(

， 收敛，1>p 1≤p 发散。 

尺度 2： dx
ax

b

a p∫ − )(
1

： 收敛， 发散。1<p 1≥p 0≤p 为普通定积分。 
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对 ∫
∞+

+1 )1(
1 dx

xx
， ，收敛；对12 >=p ∫ +

1

0 )1(
1 dx

xx
， 12 >=p ，发散。 

此类题目在水木艾迪考研辅导教学中是基本例题，特别是基础班的例7.29,7.30,7.33等题目,

有了这些例题的概念与方法，解答本考题只需 20 秒时间。本题还与水木艾迪考研辅导系列教

材《2005 考研数学应试导引与进阶》中的一些例题及模拟与自测题目相雷同（刘坤林、谭泽

光等编写，清华大学出版社 2004 年 7 月出版）。 

例 26 设 在)(xp ),0[ +∞ 上连续非负，若方程 0)( =+′ yxpy 在区间 ),0[ +∞ 内的任意一个非零

解 ，都有 。则下列结论中正确的是[ D ]。 )(xy )(lim xy
x +∞→

0=

(A) 广义积分 收敛。    (B) ∫
+∞

0
dxxp )( −∞=

+∞→
)(lim xp

x
。 

(C) 。               (D) 0=
+∞→

)(lim xp
x

+∞=
+∞→

)(lim xp
x

。  

例 27 计算（1）
( )∫

+∞

−−3 24 21 xxx
dx

.  答案：
8

33
3
2
− 。 

          （ 2 ）  计 算 广 义 积 分  ∫
∞+

++0 2 84
1 dx

xx
.  

[解] ∫
∞+

+
+

=
0 2)

2
2(1

1
4
1 dx

x
I

8
)

42
(

2
1

2
2arctan

2
1

0

πππ
=−=

+
=

+∞x
。 

例 28 设广义积分 Adx
x

=∫
π

0 sin
1

 ，则广义积分 =∫ dx
x

2
0

1π

sin
     。

答案：
2
A
。 

例 29 广义积分 =∫
∞+

dx
x

x
1 2

ln
          。答案：1。 

[提示] 令 ，dtedxextx tt === ,,ln =∫
∞+

dx
x

x
1 2

ln 1
0

=∫
∞+ − dtte t 。 

例 30 计算广义积分  dx
e

xe
x

x

∫
∞+

−

−

+0 21 )(
。 

[解]  dx
e

xe
x

x

∫
∞+

−

−

+0 21 )(
= 。 2ln

例 31 求微分方程 0)2( =−+ dxyxxdy 的一个解 )(xyy = ，使得由曲线  )(xyy =

与直线  所围平面图形绕 轴旋转一周所得旋转体体积最小。 2,1 == xx x

答案： 
2

124
75 xxy −= 。 
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例 32 设 在区间 上有一阶连续导数,记)(xf ],[ ba Mxf
bax

=
∈

)(max
],[

, 

试证 dxxfdxxf
ab

M
b

a

b

a ∫∫ ′+
−

≤ )()(1
,(综例 10.2.4) 

[证] 略 

例 33 设 在 上 有 二 阶 导 数 ，)(xf ],[ ba 0)()( == bfaf ， 记

)(max
],[

xfM
ba

′′= ，证明 

      Mabdxxf
b

a 12
)()(

3−
≤∫ 。 

[证] 略 

例 34  设 在( )f x ),0( +∞ 上连续单调增加，试证明对满足 ba <<0 的任意

实数 与 成立不等式 a b

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −≥ ∫∫∫

abb

a
dxxfadxxfbdxxxf

00
)()(

2
1)( 。 

[证] 略 

例 35 设 在[0,1]上连续，在(0,1)内可导，且 ，记

。 

)(xf ∫ =
1

0
0)( dxxf

)(xF ∫=
x

dttxf
0

)(

(1) 求 ； )(' xF

(2)试证：在(0,1)内至少存在一点，使  ∫ −=
ξ

ξξ
0

)()( fdxxf

(3)试证：在(0,1)内至少存在一点 ，使得0x 0)(')(2 000 =+ xfxxf  

[证] (1)     (2)略     (3) 略。 
0

'( ) ( ) ( )
x

F x f t dt xf x= +∫

例 36 求极限 )1(!lim
n

−
∞→

nn en
π

。答案：
e
π
。 

[解] 运用定积分求极限基本公式： ∫∑ −
=

−
+

=
∞→

b

a

n

k

dxxf
ab

k
n

abaf
n

)(1)(1lim
1n

。 
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