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强化部分 

第五课  微积分 

第 6讲 级数 

6．1 级数基本概念 定义与符号运算  

LL+++=∑
∞

=
321

1
uuuu

n
n  ， 称为数项级数的前 项部分和。部分和记号

与级数一般项 的运算关系是  ，

∑
=

=
n

k
kn uS

1

n

nu nnn uSS += −1 =nu 1−− nn SS 。 

部分和{ 有极限时，称级数 收敛， 极限值}nS ∑
∞

=1n
nu SSnn

=
∞→

lim 称为此级数的和；当 

不存在时,则称级数 发散。即 。 

nn
S

∞→
lim

∑
∞

=1n
nu SSuu n

n

k nknn
n === ∑∑

=
∞→∞→

∞

= 11
limlim

收敛级数的性质 

（1）级数收敛的必要条件：若级数 收敛，则∑
∞

=1n
nu 0lim =

∞→ nn
u 。 

（2）级数收敛的充要条件  

充要条件 1：级数∑ 收敛的充要条件是， ( 或 )存在，且 . 
∞

=1n
nu nn

S2lim
∞→ 12lim +∞→ nn

S 0lim =
∞→ nn
u

充要条件 2：级数 收敛的充要条件是， =∑
∞

=1n
nu nn

S2lim
∞→ 12lim +∞→ nn

S S= . 

（3） 运算性质 

数乘运算： 若级数 收敛，则∑
∞

=1n
nu R∈∀α 级数 收敛，且 。 ∑

∞

=1n
nuα ∑

∞

=1n
nuα ∑

∞

=

=
1n

nuα

加法运算： 若级数 收敛，则级数 收敛，且 ∑∑
∞

=

∞

= 11
,

n
n

n
n vu )(

1
n

n
n vu ±∑

∞

=

)(
1

n
n

n vu ±∑
∞

=
∑∑
∞

=

∞

=

±=
11 n

n
n

n vu 。 

这一性质，表现为充分条件，若条件不满足，结论不一定不成立。 

（4）重组性质（更新性质） 

•收敛级数加括号后所生成的新级数仍收敛，且级数的和不变。 

[注] 若合并级数相邻有限项后所得到的更新级数发散，则可推断原级数发散。 
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•一个级数去掉、增加或改变有限项后，生成的更新级数与原级数有相同的收敛性结论。 

从极限的概念来理解，一个级数的收敛性，只依赖于某个足够大的下标 之后的无穷多

项和有极限，与级数的前端限项无关。 

N

例 1  证明级数∑
∞

= ++1 )5)(3(
1

n nn
收敛, 且其和为

4
1
。 [解]略 

例 2 己知级数 ，则级数∑ 等于(   )。 ( ) 5,21
1

2
1

1 ==− ∑∑
∞

=

∞

=

−

n
n

n
n

n aa
∞

=1n
na

      (A）3.  （B）2.   （C）8.   （D）12。 

[寓意] 本题练习级数的符号运算，以及收敛级数的运算法则，而级数的运算法则的实质是 

极限的运算法则。答案(D)。 

6．2  正项级数与任意项级数 

（1）正项级数 的基本属性是：部分和数列∑
∞

=1n
nu { }nS 为单增数列。由此属性，构成正项级数

判敛法的理论基础。 

正项级数收敛的充要条件 收敛的充分必要条件是其部分和数列∑
∞

=1n
nu { }nS 有上界。 

尺度级数 1：几何级数 ，当∑
∞

=0n

nq 1<q 时，几何级数收敛。其和为
q−1

1
； 

当 1≥q 时，几何级数发散。 

尺度级数 2： −p 级数 ∑
=

n

k
pn0

1
，当 时，级数收敛，当1>p 1≤p 时，级数发散。特别当 1=p

时，称∑
=

n

k n0

1
为调和级数。 

（2）正项级数的判敛法（一般表现为充分条件） 

•直接比较法 若存在 ，使得当 时，有0>N Nn > nn vu ≤≤0 ，则 

当级数 收敛时，级数 收敛；当级数 发散时，级数 发散。 ∑
∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nv

•极限比较法(比阶法)： 设 ， ，且0≥na 0≥nb A
b
a

n

n

n
=

∞→
lim ，则 

当 时，级数 与 同为收敛或同为发散； 0≠A ∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com         - 2 -    清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校                         清华东门外创业大厦 1006      电话：62796032 

当 时，由级数∑ 收敛可推断 收敛。 0=A
∞

=1n
nb ∑

∞

=1n
na

当 +∞=A ，由级数 发散可推断∑ 发散。 ∑
∞

=1n
nb

∞

=1n
na

•比率判敛法 设 ，且0>nu ρ=+

∞→ n

n
n u

u 1lim ，则 

（1）当 1<ρ 时，级数 收敛； ∑
∞

=1n
nu

（2）当 1>ρ 时，级数 发散，且∑
∞

=1n
nu +∞=

∞→ nn
ulim ； 

（3）当 1=ρ 时，本方法失效。 

[证] 只证（1）。 1lim 1 <=+

∞→
ρ

n

n

n u
u

，则 0>∀ε ， 0>∃N ，使当 时有 Nn >

ερερ +<<− +

n

n

u
u 1 ，特别取 0

2
1

>
−

=
ρε ，则 1

2
11 <
+

<+ ρ

n

n

u
u

，  

令 1
2

1
<

+
=

ρq ，于是有 ， ， ， NN quu <+1 NN uqu 2
2 <+ N

p
pN uqu <+,L

而 收敛，由比较法，所以级数 收敛。 ∑
∞

=1p
N

puq ∑
∞

=
+

1p
pNu

再由重组性质，级数 收敛。其余留给读者练习证明。 ∑
∞

=1n
nu

•根值判敛法 设 ，且0>nu ρ=
∞→

n
n

n
ulim ，则当 1<ρ 时，级数∑ 收敛；当

∞

=1n
nu 1>ρ 时，

级数∑ 发散，且 ；当
∞

=1n
nu +∞=

∞→ nn
ulim 1=ρ 时，本方法失效。 

[注] 与比率法类似，但根值法比比率法适应范围要宽。另外，根值法与比率法可以与绝对值

判敛法结合在一起判断任意项级数的敛散性，也是求幂级数的收敛半径的重要方法。 

例 3 判断∑
∞

=

−+

1 3
)1(2

n
n

n

的收敛性。 

[解] 1
3
1

3
)1(2lim <=

−+
∞→

n
n

n

n
，因此该级数收敛。 
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注：若用比率法， ( )n

n

nn

n

n

n

n )1(23
)1(2lim

)1(2
3

3
)1(2lim

1

1

1

−+
−+

=
−+

−+ +

∞→+

+

∞→
不存在，因为 时上述

极限为

kn 2=

9
1
， 12 += kn 时上述极限为1，故不能得出收敛性结论。一般来说，由比率法可以

判断收敛性的级数， 用根值法一定可以给出同样结论，而反之未必。 

说明： ，N
p

pN uqu <+ 1
2

1
<

+
=

ρq ， 1<→⋅< +
+

++
+ ququ pN

pN
pN

p

pN
pN 。 

•积分判敛法（充要条件）设 ，则级数 收敛的充分必要条件是存在 ，

使得广义积分 收敛。  

0)( ≥nf ∑
∞

=1
)(

n
nf 1≥N

∫
∞+

N
dxxf )(

典型例题是：级数∑
∞

=1 ln
1

n nn
发散，因为

∞+∞+
=∫ 22

)ln(ln
ln
1 xdx

xx
发散。 

6．3 任意项级数 

（1）绝对收敛与条件收敛  

若级数∑
∞

=1n
nu 收敛，则称级数 绝对收敛；若级数 收敛，但级数∑

∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nu ∑

∞

=1n
nu 发散，则

称级数 条件收敛。 ∑
∞

=1n
nu

绝对值判敛法 若级数∑
∞

=1n
nu 收敛，则级数∑ 收敛。 

∞

=1n
nu

[证]  由不等式 nnn uuu 20 ≤−≤ 及∑
∞

=1n
nu 收敛，则正项级数 )(

1
n

n
n uu −∑

∞

=

收敛。 

而 ∑
∞

=1n
nu −= ∑

∞

=1n
nu )(

1
n

n
n uu −∑

∞

=

，由运算法则得到， 收敛。 ∑
∞

=1n
nu

[注] 绝对收敛级数可以重排其通项顺序，重排后所得更新级数的保持敛散性，收敛时其和不

变。这类似于有限个数加法的交换率。而条件收敛的级数不具备这种性质。 

例 4 级数∑
∞

=

+
1

!)1ln(
n

nn
n

n
a

的收敛性结论是(   )。答案：(A)。 

（A）绝对收敛。  （B）条件收敛。   （C）发散。  （D）与 的取值有关。 a

（2）交错级数 设 ，称级数 为交错级数。 0>nu ∑ −
∞

=

−

1

1)1(
n

n
n u
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莱布尼兹判敛准则 若 ),3,2,1(0 L=> nun 满足： 

数列{ 单减，即 ，且}nu ),3,2,1(1 L=≥ + nuu nn 0lim =
∞→ nn
u ，则交错级数 收敛，

且满足 

∑ −
∞

=

−

1

1)1(
n

n
n u

n
n

n

k
k

k
n

n
n uuuR ≤−−−= ∑ ∑

∞

=

−

=

−−

1

1

1

11 )1()1( 。 

[注] 以上的两个条件也称为莱布尼兹条件。莱布尼兹判敛法不仅给出了交错级数的收敛性结

论，而且还给出了用部分和近似级数和时的误差限，这是一般判敛法所没有的功能。 

6．4  每一位考生，应总结归纳级数收敛性分析的一般程序。 

例 5 设 ),,( L2110 =<< n
n

an ，则下列级数中必收敛的为（   ）。 

（A） 。  （B）∑ 。（C）∑
∞

=1n
na

∞

=

−
1

1
n

n
n a)( ∑

∞

=1n
na 。 （D） 。 na

n
n ln∑

∞

=2

2

[解] 应选(D)。 

例 6 设常数 0>α ，正项级数 收敛，则级数∑
∞

=1n
na ∑

∞

=

−

++
−

1
2

12

cos1
)1(

n

nn

n

a

α
[   ] 

(A)发散。  (B)条件收敛。   (C)绝对收敛。   (D)敛散性与α 的值有关。 

 [解] 答：(C)。 

例 7 若级数 收敛，则由下列选项[    ]能得出级数 收敛。    。 ∑
∞

=1n
na ∑

∞

=1n
nb

1lim =
∞→

n

n

n a
b

A）（ 。           0lim =
∞→

n

n

n a
b

B）（  。 

1)(lim =−
∞→ nnn

banC）（  。        1)(lim 2 =−
∞→ nnn

banD）（

[ 解 ] 应 注 意 ： 判 断 正 项 级 数 收 敛 性 的 方 法 不 能 直 接 适 用 于 任 意 项 级 数 。

)1(1
22 n

o
n

ba nn +=− ，再由运算法则，得到答案： （D）。 

例 8 下列说法中正确的是（   ）。 答案 。 )(D

   若级数 收敛，且 ，则 也收敛。 )(A ∑
∞

=1n
nu nn vu ≥ ∑

∞

=1n
nv

   若)(B ∑
∞

=1n
nnvu 收敛，则 和 都收敛。 ∑

∞

=1

2

n
nu ∑

∞

=1

2

n
nv
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   若正项级数 发散，则)(C ∑
∞

=1n
nu

n
un

1
≥ 。 

   若∑ 和 都收敛，则 收敛。 )(D
∞

=1

2

n
nu ∑

∞

=1

2

n
nv ∑

∞

=
+

1

2)(
n

nn vu

 例 9 设
2
|| nn

n
aaa +

=+
，

2
|| nn

n
aaa −

=−
，则下列四个级数   

)(a ∑
∞

=1n
na 。    。      。   。 )(b ||

1
∑
∞

=n
na )(c ∑

∞

=

+

1n
na )(d ∑

∞

=

−

1n
na

的收敛关系是[        ] 。 答案 。 )(B

（ A）若 收敛，则 和 皆收敛。 )(a )(c )(d

（ B）若 收敛，则 、 和 皆收敛。  )(b )(a )(c )(d

（ ）若 和 发散，则 和 皆发散。 C )(c )(d )(a )(b

（ ）    收敛性无关。 D )(a )(b )(c )(d

例 10 设 ∫= 4
0

π

xdxa n
n tan ， 

（1）求∑
∞

=
++

1
2 )(1

n
nn aa

n
的和；（2）证明， 0>∀λ 级数∑

∞

=1n

n

n
a
λ 收敛。 

[解] （1） S
nkk

s
n

k
n =→

+
−=

+
= ∑

=

1
1

11
)1(

1
1

。(2) 略 

例 11 下列命题中正确的是[   ]。答：(D)。 

(A)若 ，则 。 ),3,2,1( L=< nvu nn ∑∑
∞

=

∞

=

≤
11 n

n
n

n vu

(B) 若 ，且 收敛，则 收敛。 ),3,2,1( L=< nvu nn ∑
∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu

(C)若 1lim =
∞→

n

n

n v
u

，且∑ 收敛，则 收敛。 
∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu

(D) 若 ，且 与 收敛，则 收敛。 ),3,2,1( L=<< nvuw nnn ∑
∞

=1n
nw ∑

∞

=1n
nv ∑

∞

=1n
nu

水木艾迪考研培训网  www.tsinghuatutor.com         - 6 -    清华大学 理科楼 1101    电话：62781785 



2005 水木艾迪培训学校                         清华东门外创业大厦 1006      电话：62796032 

例 12 设常数 , 则级数0>a ( )∑
∞

=

+
−

1
2

lnln1
n

n

n
nna
( B )。 

 （A）发散；  （B）条件收敛； (C）绝对收敛；（D）敛散性与a取值有关。 

[提示] 应用运算法则。 

17．设 R∈λ ， 收敛，则∑
∞

=1

2

n
na ∑

∞

= ++
−

1
2 sin1

||
)1(

n

nn

n

a

λ
收敛性结论是 

（A）绝对收敛。  （B）条件收敛。     （C）发散。    （D）不定。 

[提示] 由平均值不等式有 

)
sin1

1|(|
2
1

sin1

||
2

2

2 λλ ++
+≤

++ n
a

n

a
n

n )1|(|
2
1

2
2

n
an +≤ 。 

例 13 设常数 ， ，级数 收敛，则级数0≠λ 0>na ∑
∞

=1n
na ∑

∞

=

λ
−

1
21

n
n

n a
n

n )tan()( [   ]。 

（A）绝对收敛。（B）条件收敛。（C）发散。 （D）收敛性与λ有关。 

[解]级数 ∑
∞

=

λ
−

1
21

n
n

n a
n

n )tan()( 绝对收敛。 

例 14 设 ，单调减且级数∑ 发散，试问0>na
∞

=

−
1

)1(
n

n
na ∑

∞

= +1
)

1
1(

n

n

na
是否收敛？证明结论。 

[解] 由比较法，则∑
∞

= +1
)

1
1(

n

n

na
收敛。 

例 15  设 有三阶连续导数，常数)(xf
12
5

−<α ，且 0)(lim 20
=

→ x
xf

x
， 

则使级数 收敛性的结论是 （   ）。答案 B。  ∑
∞

=1
)(

n
nf α

（A）条件收敛。（B）绝对收敛。（C）发散。（D）不定。 

6．5 幂级数      GPS: ∑ ,    NPS: ,
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa ∑

∞

=0n

n
n xa 00 =x 。 

（1）幂级数的收敛域  幂级数作为一种特殊的函数项级数，其收敛域也具有某些特定的性质。

这主要体现在以下的定理和其推论中。 

幂级数收敛域的基本特点是：  

• ∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa 的收敛域是非空点集，即至少在 处收敛。 0x
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)

• ∑
∞

=

−
0

0 )(
n

n
n xxa 的收敛域是以 为对称点的一个对称区间 (收敛区间), 0x

即 , ( rxrx +− 00 , r为收敛半经；区间端点情况较复杂，视具体级数而定。 

•幂级数的条件收敛点只能位于收敛区间端点。 

阿贝尔定理 若幂级数∑ 在
∞

=0n

n
n xa 00 ≠x 处收敛，则其在 0xx < 时绝对收敛。若幂 

级数∑ 在 处发散，则其在
∞

=0n

n
n xa 1x 1xx > 时发散。 

例 16 设幂级数 ∑ −
+

∞

=0
)(

)2ln(
1

n

nax
n

在点 21 −=x 条件收敛,则幂级数 

∑ −
+

∞

=0 2
)(

)2(
1

n

nax
n

在点
2
1

2 =x 的收敛情况是 [    ]. 答案 (C)。 

(A)绝对收敛. (B)条件收敛.   (C) .    (D) . 发散 不能确定

例 16-1 若级数 ，在( )∑
∞

=

−
1

1
n

n
n xa 1−=x 处收敛，则此级数在 2=x 处 ( B )。 

   (A)条件收敛。  （B）绝对收敛。 (C）发散。 （D）敛散性不能确定。 

[提示] 注意到： 2,10 ≥= Rx ，点 2=x 在收敛域内部。 

例 17 幂级数∑
∞

= −+1

2

)5(2n
nn

nnx
的收敛域为       。答案： )5,5(− 。 

[注] 求幂级数的收敛域时应注意：∑ ，∑ 或 ，以及

（ ）的区别。请参见下列例题： 

∞

=1n

n
n xa

∞

=1

2

n

n
n xa ∑

∞

=

−

1

12

n

n
n xa ∑

∞

=

−
1

0 )(
n

n
n xxa

00 ≠x

例 17-1  幂级数
1

1
)1(

2
)1(2 −

∞

=

+
−+∑ n

n
n

n

x 的收敛域是            。 

[解]收敛域为 。 )1,3(−

（2）解析性质 

•和函数的连续性： 幂级数 的和函数 在其收敛域∑
∞

=0n

n
n xa )(xS I 上连续，即任给 ，Ix ∈0
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有  ∑∑
∞

=
→

∞

=
→

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

00 00

limlim
n

n
nxxn

n
nxx

xaxa )()(lim 0
0

xSxS
xx

==
→

。 

•和函数的可积性与逐项积分性质 

 幂级数 的和函数 在其收敛域∑
∞

=0n

n
n xa )(xS I 上可积，且可逐项积分，即任给 ，有Ix∈

=∫ dttS
x

0
)( ∑∑ ∫∫ ∑

∞

=

+
∞

=

∞

= +
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

00
00

0 1n

nn

n

x n
n

x

n

n
n x

n
a

dttadtta 。 

•和函数的可导性与逐项求导公式：幂级数 的和函数 在其收敛区间 内

可导，且可逐项求导，即

∑
∞

=0n

n
n xa )(xS ),( RR−

∑∑
∞

=

−
∞

=

=
′
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=′

1

1

0

)(
n

n
n

n

n
n xnaxaxS 。 

逐项积分或微分后的幂级数收敛半径不会改变。 

例 18 已知∑ 的收敛域为 ，则
∞

=1n

n
n xa ]8,8[− ∑

∞

= −2 )1(n

n
n

nn
xa

的收敛半径 R为[ C ]。 

（A） . （B） .  （C）8≥R 8≤R 8R = . （D）不定. 

[解] 由逐项微分（两次）可得 。 8R =

（3）展开法与求和法  包括直接展开法与见解展开法。 

由直接展开法易知函数 的麦克劳林级数展开式为：             
α)1(),1ln(,sin,cos, xxxxex ++

∑
∞

=

=
0 !

1
n

nx x
n

e ， ， ),( +∞−∞∈x

∑
∞

=

−
=

0

2

)!2(
)1(cos

n

n
n

x
n

x ， ),( +∞−∞∈x ， 

∑
∞

=

+

+
−

=
0

12

)!12(
)1(sin

n

n
n

x
n

x ， ),( +∞−∞∈x ， 

]1,1()1()1ln(
1

1
−∈∑

−
=+

∞

=

−
xx

n
x

n

n
n

， ， 

∑
∞

=

+−−
=+

0 !
)1()1()1(

n

nx
n

nx αααα L
， 

其中，当 1−≤α  时， ；当)1,1(−∈x 01 <<− α  时， ]1,1(−∈x ；当 0>α  时， 。

特别，当

]1,1[−∈x

1−=α 时，有（常用展开与求和零部件）  
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 ∑
∞

=

=
− 01
1

n

nx
x

，   ∑
∞

=

−=
+ 0

)1(
1

1
n

nn x
x

， )1,1(−∈x 。 

 间接展开法：通过一定运算将函数转化为可利用基本展开式结果的函数形式，所用的运

算主要是加减法运算，数乘运算，复合运算，（逐项）积分运算和（逐项）求导运算。 

    求幂级数的和函数问题，是将函数展开成幂级数问题的反问题。 

级数展开基本例题（注意基本零部件的组装） 

例 19 求
xx

xf
+

= 2
1)( 在 处的幂级数展开式,指明收敛域. 1=x

[解] 
xx

xf
+

= 2
1)( ∑

∞

=
+ −−−=

0
1 )1)(

2
11()1(

n

n
n

n x 。收敛域： 11 <−x 。 

例 20 将 21
1

)(
)(

x
xf

+
= 在 处展开为幂级数，并指明收敛域。 10 =x

[解] =)(xf ∑
∞

=

−
+

+

−
−

1

1
1

1

1
2
1

n

n
n

n

xn )()( ∑
∞

=
+ −
+−

=
0

2 1
2

11
n

n
n

n

xn )()()(
， 21 <− || x . 

例 21 设

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
+

=
01

01 2

x

xx
x
x

xf arctan)( , 试将 展成 的幂级数,并求级数)(xf x

∑
∞

= −
−

1 41
1

n
n

n)(
的和. 

[解] 1,
141

2)1(1)(
1

2
2 ≤
+−
⋅−

+= ∑
∞

=

xx
n

xf
n

n
n

，令 1=x 得到 

2
1

4
11

2
1

41
1

1

−=−=
−
−∑

∞

=

π])([)( f
n

n

n

。 

级数求和基本例题（注意基本零部件的组装） 

例 22 求幂级数∑ 的和函数 。 
∞

=1n

nnx )(xS

[解] )1,1(,
)1(

)()( 21 −∈
−

== x
x

xxxSxS 。 

例 22-1 设参数 ，则1>a ∑
∞

=1n
na

n
的和为            。 

[解] ∑
∞

= −
=

1
21n

n a
a

a
n

)(
。 
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例 22-2 级数∑
∞

=

−

1 2
12

n
n

n
 的和 为      S  ， 答案： 3 。 

例 23 求幂级数∑
∞

=

+

1

1

n

n

n
x

的和函数，并求∑
∞

=

+−

1

1)1(
n

n

n
的和。 

[解] 。 2ln

例 23-1 求数项级数∑
∞

= +
−

0 12
)1(

n

n

n
的和。 

[解]    
412

)1(
0

π
=

+
−∑

∞

=n

n

n
。 

例 24 求 的和函数，并求∑
∞

=

+ +−
1

1 11
n

nn xnn )()( ∑
∞

=

+ +
−

1

1

2
11

n
n

n nn )()( 的和。 

[解] 1
1

2
3 <

+
= x

x
xxS ,

)(
)( 。于是 

27
8

2
1

2
11

1

1 ==
+

−∑
∞

=

+ )()()( Snn
n

n
n 。 

注：逐项求导和逐项积分性质是幂级数的两个重要性质，是处理幂级数求和与展开问题的有

效手段。 

例 25 求 ∑
∞

= −2
2 2)1(

1
n

nn
的和。 

[解] 设 ∑
∞

= −
=

2
2 1n

n

n
xxs )( ，则只需求 )(

2
1s ， 

2ln
4
3

8
5)

2
1( −=s . 

综合例题 

例 26 ∑
∞

=

−

1

21
n

n

n
n

!
)(

的和 为      S 。 

答案：   0

例 27 设级数 在 点处条件收敛，判断级数∑
∞

=

−
1

1
n

n
n xa )( 3=x ∑

∞

=

+
1

2

2
11

n
n

n
n

a )( 是否收敛，若

收敛，说明是条件收敛，还是绝对收敛？ 

[解]级数∑
∞

=

+
1

2

2
11

n
n

n
n

a )( 绝对收敛。 
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例 28 设两条抛物线
n

nxy 12 += 和
1

11 2

+
++=

n
xny )( ，记他们交点 X坐标的绝对值为 。

（1）求这两条抛物线所围成的平面图形的面积 。（2）求级数

na

nS ∑
∞

=1n n

n

a
S
的和。 

[解] （1）  nS
2
3

)]1([

1
3
4

+
=

nn
 

（2）∑
∞

=1n n

n

a
S
=

3
4
。 

例 29 求幂级数 n

n

x
n

2

1

1
12

1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+∑
∞

=

在区间 )1,1(− 内的和函数 . )(xS

[解]  )()()( 21 xSxSxS −=
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

∈
−

−
−
+

=
0,0

)1,0(||,
1

1
1
1ln

2
1

2

x

x
xx

x
x  

6．6  傅里叶级数 

傅里叶级数是刻画周期信号的常用工具。重点是理解傅里叶级数的概念，掌握狄里克雷

收敛定理，能写出函数的傅里叶系数、傅里叶级数及其和函数等。 

（1）周期为 π2 的傅里叶级数 

三角函数系{ L,2,1,,1 =nntSinntCos }是 ],[ ππ− 上的正交性：即 

⎩
⎨
⎧

=
≠

=⋅∫
− mn

mn
mxdxnx

π

π

π

,0
coscos ,  

⎩
⎨
⎧

=
≠

=⋅∫
− mn

mn
mxdxnx

π

π

π

,0
sincos

⎩
⎨
⎧

=
≠

=⋅∫
− mn

mn
mxdxnx

π

π

π

,0
sinsin , LL ,2,1;,2,1,0 == mn  

(2) ],[ ππ−  上定义的周期函数展开为傅里叶级数 

  设函数 是周期为)(xf π2 的可积周期函数，  

),2,1,0(cos)(1
L== ∫− nnxdxxfan

π

ππ
， 

),3,2,1(sin)(1
L== ∫− nnxdxxfbn

π

ππ
 

傅里叶级数。记作 ( )∑
∞

=

++
1

0 sincos
2

~)(
n

nn nxbnxa
a

xf 。 

 当 是周期为)(xf π2 的可积奇函数时有正弦级数： 。 ∑
∞

=1
sin~)(

n
n nxbxf
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),2,1,0(0 L== nan ， ),3,2,1(sin)(2
0

L== ∫ nnxdxxfbn

π

π
。 

 而当 是周期为)(xf π2 的可积偶函数时有余弦级数： ∑
∞

=

+
1

0 cos
2

~)(
n

n nxa
a

xf ，

),2,1,0(cos)(2
0

L== ∫ nnxdxxfan

π

π
， ),2,1,0(0 L== nbn 。 

 根据周期函数的性质，傅里叶系数可在任何一个周期长度的区间上积分得到，即 

∫
+

=
πα

απ
2

cos)(1 nxdxxfan ， ∫
+

=
πα

απ
2

sin)(1 nxdxxfbn 。 

（3）傅里叶级数的收敛性 

狄里克雷收敛定理 设 是周期为)(xf π2 的可积函数，且满足 

（1） 在)(xf ],[ ππ− 上连续或只有有限个第一类间断点， 

（2） 在)(xf ],[ ππ− 上只有有限个单调区间， 

则 的以)(xf π2 为周期的傅里叶级数收敛，且 

( ) ))()((
2
1sincos

2
)(

1

0 −+
∞

=

+=++= ∑ xfxfnxbnxa
a

xS
n

nn 。 

 也就是说，在 的连续点处，和函数 与函数 的值相等；在 的第一类

间断点处， 的值等于 在此点的左、右极限的平均值。 

)(xf )(xS )(xf )(xf

)(xS )(xf

（4）周期为 的傅里叶级数 l2

 函数 是周期为 的可积周期函数 )(xf l2

),2,1,0(cos)(1
L== ∫− nxdx

l
nxf

l
a

l

ln
π

， ),3,2,1(sin)(1
L== ∫− nxdx

l
nxf

l
b

l

ln
π

 

)(xf ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

1

0 sincos
2

~
n

nn x
l

nbx
l

na
a ππ

。 

 周期为 的傅里叶级数的收敛性结论与周期为l2 π2 的傅里叶级数有类似结论。 

（5）周期奇延拓与周期偶延拓 只在 上有定义的函数的傅里叶级数展开 ],0[ l

  周期奇延拓 （正弦级数展开） ∑
∞

=1
sin~)(

n
n x

l
nbxf π

， ],0[ lx∈ ，（周期为 ）。 l2

其中  ),3,2,1(sin)(2
0

L== ∫ nxdx
l

nxf
l

b
l

n
π

。 

周期偶延拓 （余弦级数展开） ∑
∞

=

+
1

0 cos
2

~)(
n

n x
l

na
a

xf π
， ],0[ lx∈ ，（周期为 ）。 l2
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其中 ),2,1,0(cos)(2
0

L== ∫ nxdx
l

nxf
l

a
l

n
π

。 

例 30  设 ,的付里叶级数为 ( ) ( )πππ ≤≤−+= xxxxf ,2

   ( )∑
∞

=

++
1

0 sincos
2 n

nn nxbnxa
a

, 则其中的系数  的值为 (3b π
3
2
). 

∫ +=
π
π

π 0

2
3 3sin)(2 xdxxxb 。 

例 31 设 ,而 , ( ) 10,2 <≤= xxxf ( ) ∑
∞

=

=
1

sin
n

n xnbxS π +∞<<∞− x , 

     其中 , 则等于( ) L,2,1,sin2
1

0

== ∫ nxdxnxfbn π ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
1S 等于( B ). 

      (A）
2
1

− ;  （B）
4
1

− ;   （C）
4
1
;   （D）

2
1
。 

[提示]（方法 1）利用奇延拓画出草图。 

（方法 2）利用奇延拓写出函数 。 ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<≤

<<−−
=

10,
01,

2

2

xx
xx

xF

例 32 设 ( )
⎩
⎨
⎧

<<−
≤≤

=
121,22
210,

xx
xx

xf , ( ) ∑
∞

=

+=
1

0 cos
2 n

n xna
a

xS π , +∞<<∞− x , 

     其中 , 则等于( )∫=
1

0

cos2 xdxnxfan π ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
5S 等于( C ). 

      (A)
2
1
。 （B）

2
1

− 。   （C）
4
3
。   （D）

4
3

− 。 

例 33 设函数

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<<−

≤≤−
=

1
2
122

2
10

)(
xx

xx
xf  ,将 展成周期)(xf 2=T 的正弦级数,则 )

2
5(−S

为(   C  )。 

     (A)0。      (B)
4
1
。    (C)

4
1

− 。       (D)1。 
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